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Consideriamo un certo processo di campionamento in cui si 
prendono N campioni con intervallo di campionamento     : in 
questo caso il tempo di campionamento totale è                ,  e 
l’intervallo tra frequenze successive nella corrispondente DFT è 

Δω = 2π T

Si definisce così un “pettine di frequenze” 

 ω k = kΔω k = 0,… ,N −1

0 N-1
k

Δt
T = NΔt
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Consideriamo ora una componente di Fourier che oscilla con una 
frequenza uguale a una di quelle del pettine: l’argomento della 
funzione è del tipo seguente

ω kt =
2π
T
kt

quindi quando l’esponenziale corrispondente vale 1 e la 
funzione alla fine dell’intervallo è uguale alla funzione all’inizio 
dell’intervallo. 

Si noti che anche le derivate della funzione periodica devono 
essere periodiche e quindi l’argomento esposto sopra vale anche 
per le derivate.

t = NΔt
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Esempio: 128 campioni, k0 = 4 
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In questo caso l’estensione periodica del segnale campionato 
si raccorda con continuità
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In questo caso k0 = 4.3, e l’estensione periodica del segnale 
campionato non si raccorda con continuità
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L’effetto di allargamento è associato alla presenza della
discontinuità ai bordi – che a sua volta dipende dall’assenza di
una periodicità esatta.

Per compensare questo effetto si moltiplica il segnale per una
funzione che annulla il segnale ai bordi – e quindi induce una
continuità artificiale nella condizione di periodicità.

Questa funzione sostituisce la r di prima, e si chiama
funzione finestra.

Edoardo Milotti - Metodi di trattamento del segnale 7



La DFT della funzione moltiplicata per la funzione finestra e 
campionata è 

DFT fnwn{ }( )k = fnwne
−
2π ikn
N

n=0

N −1

∑

DFT ( f ⋅w)m = fnwne
−
2π imn
N

n=0

N −1

∑ = fn
1
N

Wke
2π ikn
N

k=0

N −1

∑⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
e
−
2π imn
N

n=0

N −1

∑

=
1
N

Wk fne
−
2π i(m− k )n

N

n=0

N −1

∑
k=0

N −1

∑ =
1
N

WkFm− k
k=0

N −1

∑ = Gm

Inoltre si trova la formula seguente come variante del 
teorema di convoluzione: 
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La finestra di Hanning

wn =
1
2
1− cos 2πn

N
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= sin2 πn

N
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La finestra ripristina (approssimativamente) la continuità ai bordi
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Per capire l’effetto di bordo utilizzando le trasformate di Fourier, 
consideriamo un segnale sinusoidale periodico arbitrario f(t) 
sull’intervallo (-T/2, +T/2) e calcoliamone i coefficienti di Fourier

Ck =
1
T

f (t)e− ikω0 t dt
−T /2

+T /2

∫

Questi coefficienti di Fourier sono formalmente identici alla 
trasformata di Fourier del segnale 

f (t)r(t)

dove r(t) è l’impulso rettangolare

r(t) =
1 t ∈(−T 2,+T 2)
0 t ∉(−T 2,+T 2)

⎧
⎨
⎩ t

r(t)
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Ck =
1
T

f (t)e− ikω0 t dt
−T /2

+T /2

∫

=
1
T

f (t)r(t)e− ikω0 t dt
−∞

+∞

∫ =
1
2πT

F( ′ω )R(kω0 − ′ω )d ′ω
−∞

+∞

∫

questa formula mostra che i coefficienti di Fourier sono in 
generale una somma pesata dei valori della trasformata di 
Fourier.

Inoltre: 

R(ω ) = e− iω tdt
−T 2

+T 2

∫ =
1

−iω
e− iω t

−T 2

+T 2
=
e
iω T
2 − e

− iω T
2

iω
= T

sinω T
2

ω T
2

= T sinc ω T
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
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R(ω ) = T sinc ω T
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

- 4 - 2 0 2 4
- 0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Ck =
1
2πT

F( ′ω )R(kω0 − ′ω )d ′ω
−∞

+∞

∫ =
ak
2πT

Se la trasformata di Fourier del segnale originale contiene soltanto 
frequenze appartenenti al pettine di frequenze della DFT, vale a 
dire se 

allora dalla formula 

si vede che Ck contiene solo il contributo dalla frequenza k-esima.

F(ω ) = akδ ω −ω k( )
k
∑

La funzione R si annulla per 
tutte le frequenze del pettine 
a parte la frequenza zero
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In generale l’espressione 

Ck =
1
2πT

F( ′ω )R(kω0 − ′ω )d ′ω
−∞

+∞

∫

riceve contributi da valori di F a frequenze diverse, e quindi i 
picchi nello spettro stimato dalla DFT vengono allargati 
artificialmente (spectral leakage). 

Si noti che più è grande T, più è stretto il picco di R, e quindi 
l’effetto che stiamo considerando dipende dalla finitezza del 
tempo di campionamento.
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Analizziamo ora il comportamento della finestra di Hanning: nel 
caso continuo questa finestra ha la forma funzionale

w(t) = 1
2
1+ cos 2πt

T
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= cos2 πt

T

e la sua trasformata di Fourier è

W (ω ) = w(t)e− iω t dt
−T 2

+T 2

∫ =
1
2
1+ cos 2πt

T
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
e− iω t dt

−T 2

+T 2

∫ =
1
2

e− iω t + e
− iω t

2
e
2π it
T + e

−
2π it
T

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
dt

−T 2

+T 2

∫

=
1
2

e− iω t + e
− iω t

2
e
2π it
T + e

−
2π it
T

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
dt

−T 2

+T 2

∫

=
1
2
T sinc ω T

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+
1
2
T sinc ω −

2π
T

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
T
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ T sinc ω +

2π
T

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
T
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

=
1
2
T sinc ω T

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+
1
2
T sinc ω T

2
− π⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
+ T sinc ω T

2
+ π⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Edoardo Milotti - Metodi di trattamento del segnale 16



R ω( )

W ω( )

νT 2

Confronto tra la finestra rettangolare (R) e la finestra di Hanning (W)

1. Il picco centrale di W è più largo di quello
di R;
2. I lobi laterali di W decadono molto più
velocemente di quelli di R;
3. Il valore di picco di W è la metà di quello
di R.

Queste proprietà della finestra di Hanning
implicano che:

1. La risoluzione in frequenza della finestra è
un po’ ridotta;
2. Lo spectral leakage è molto inferiore;
3. Quando si applica una finestra si deve
compensare la riduzione di ampiezza.
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Segnale sinusoidale campionato in presenza di rumore
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Segnale sinusoidale campionato in presenza di rumore e 
moltiplicato per la finestra di Hanning
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DFT della finestra di Hanning

Wk = wne
−
2π ikn
N

n=0

N −1

∑ =
1
2

1− cos 2πn
N

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
e
−
2π ikn
N

n=0

N −1

∑

=
1
2

1− 1
2
e
2π in
N −

1
2
e
−
2π in
N

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
e
−
2π ikn
N

n=0

N −1

∑

=
1
2

Nδk ,0 −
1
2
Nδk ,1 −

1
2
Nδk ,N −1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
N
2

δk ,0 −
1
2
δk ,1 −

1
2
δk ,N −1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
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quindi la DFT di un segnale a cui viene applicata la finestra di 
Hanning è la seguente

Gk =
1
N

FlWk− l
l=0

N −1

∑ =
1
N

Fl
N
2

δk− l ,0 −
1
2
δk− l ,1 −

1
2
δk− l ,N −1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟l=0

N −1

∑

=
1
2

Fk −
1
2
Fk−1 −

1
2
Fk+1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

quindi la finestra di Hanning rimpiazza la DFT ad una data 
frequenza con una media pesata della trasformata stessa presa a 
frequenze adiacenti.
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Se prendiamo il caso di una sinusoide che ha la frequenza 
esattamente coincidente con una delle frequenze che definiscono la 
DFT

Fk =
A
2
N δk ,k0

+ δk ,N − k0( )
Sk =

A2

4
δk ,k0

+ δk ,N − k0( )

Perciò lo spettro del segnale modificato è

Sk
(G ) =

1
4

δk ,k0
+ δk ,N − k0( ) + 14 δk−1,k0

+ δk−1,N − k0( ) + 14 δk+1,k0
+ δk+1,N − k0( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
A2

4

=
1
4

δk ,k0
+
1
4
δk−1,k0

+
1
4
δk+1,k0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+
1
4

δk ,N − k0
+
1
4
δk−1,N − k0

+
1
4
δk+1,N − k0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
A2

4

ci sono così due picchi più larghi del picco originale, e il valore di 
picco della densità spettrale vale 1/4 del picco originale (–6dB).
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Parametri  generali che caratterizzano il comportamento 
delle funzioni finestra

1. Amplificazione di picco (guadagno di picco) della finestra (Peak signal Gain o Coherent
Gain)

Come abbiamo già visto nel caso della finestra di Hanning, la funzione finestra riduce il valore di 
picco rispetto la finestra rettangolare, e anche se si tratta di una riduzione di ampiezza è comune 
parlare di amplificazione o guadagno della finestra. Il guadagno di picco è proporzionale W0, vale 
a dire dal valore a frequenza 0 o DC della DFT. Utilizzando la DFT della finestra  

e la formula

si trova che il guadagno di picco è dato da

Wk = wne
−
2π ikn
N

n=0

N −1

∑

W0

N
=
1
N

wn
n=0

N −1

∑

Gk =
1
N

WlFk− l
l=0

N −1

∑

Edoardo Milotti - Metodi di trattamento del segnale 24



Esempio: amplificazione di picco della finestra di Hanning.

Abbiamo visto che

quindi

e infine il guadagno di picco è

Wk =
N
2

δk ,0 −
1
2
δk ,1 −

1
2
δk ,N −1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

W0 =
N
2

W0

N
=
1
N
·N
2
=
1
2
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2. Amplificazione di potenza coerente (Coherent Power Gain)

Questo è un parametro che talvolta compare nella letteratura sull’argomento e non è altro che il 
modulo quadro dell’amplificazione di picco:

Esempio: coherent power gain della finestra di Hanning

Dal risultato trovato sopra troviamo immediatamente che la coherent power gain della finestra di
Hanning vale ¼.

W0
2

N 2 =
1
N 2 wn

n=0

N −1

∑
2
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3. Amplificazione di potenza incoerente o guadagno di potenza incoerente (Incoherent Power
Gain)

Un tipo di rumore molto comune (il cosiddetto rumore bianco) ha una densità spettrale (media) 
costante e i diversi coefficienti di Fourier sono statisticamente scorrelati tra loro, e quindi 
applicando la finestra al segnale di rumore si trova 

Questo significa che l’amplificazione del segnale di rumore è diversa da quella del segnale 
deterministico e il coefficiente di amplificazione  (guadagno di potenza incoerente) vale 

Gm
2

N 2 ≈
1
N 2

1
N

WkFm− k
k=0

N −1

∑
2

=
1
N 4 Wk

*Wl Fm− k
* Fm− l

k ,l=0

N −1

∑ =
1
N 4 Wk

*Wlσ 0
2Nδk ,l

k ,l=0

N −1

∑

=
σ 0
2

N 3 Wk
2

k=0

N −1

∑ =
σ 0
2

N
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
· 1
N 2 Wk

2

k=0

N −1

∑⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
N 2 Wk

2

k=0

N −1

∑

Sk =
Fk

2

N 2 =
σ 0
2

N
; Fk

*Fl = Nσ 0
2δk ,l
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Esempio: incoherent power gain per la finestra di Hanning

Nel caso della finestra di Hanning

quindi

Wk =
N
2

δk ,0 −
1
2
δk ,1 −

1
2
δk ,N −1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
N 2 Wk

2

k=0

N −1

∑ =
1
N 2 ·

N 2

4
1+ 1

4
+
1
4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=
3
8
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4. Larghezza di banda di rumore equivalente (Equivalent Noise BandWidth, ENBW)

Il rapporto tra i due guadagni trovati in precedenza definisce una specie di banda efficace da cui si
trae rumore

ENBW =
densità spettrale del rumore (con finestra)[ ]

amplificazione in potenza( ) densità spettrale del rumore( )

=
Gm

2 N 2

W0
2 N 2( ) σ 0

2 N( )
=

σ 0
2

N
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
· 1
N 2 Wk

2

k=0

N −1

∑⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
N 2 wn

n=0

N −1

∑
2⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

σ 0
2

N
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
Wk

2

k=0

N −1

∑

wn
n=0

N −1

∑
2 =

N wk
2

k=0

N −1

∑

wn
n=0

N −1

∑
2
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Esempio: ENBW per la finestra di Hanning

ENBW =
wk

2

k=0

N −1

∑
1
N

wn
n=0

N −1

∑
2 =

3 8
1 4

=
3
2

il binsize efficace è più grande del caso senza finestra, la 
prestazione rispetto al rumore peggiora
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5. Guadagno algoritmico (Processing Gain, PG)

Questa quantità misura quanto la finestra è efficiente nell’evidenziare la presenza di un segnale al di 
sopra del fondo di rumore ed è data dal rapporto tra SNR e SNR con finestra per un segnale 
sinusoidale puro. Nel caso di un segnale sinusoidale di ampiezza A con finestra rettangolare 
l’amplificazione di potenza coerente è 1 e la densità spettrale (unilatera) vale A2/2, mentre la densità 
spettrale del rumore vale quindi

Se è presente la finestra

SNR0 =
A2N
4σ 0

2

SNRW =

A2

4
1
N 2 wn

n=0

N −1

∑
2

σ 0
2

N 3 Wk
2

k=0

N −1

∑
= SNR0

wn
n=0

N −1

∑
2

Wk
2

k=0

N −1

∑
PG =

SNRW
SNR0

=
wn

n=0

N −1

∑
2

Wk
2

k=0

N −1

∑

σ 0
2 N

Questo parametro è uguale all’inverso dell’ENBW
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6. Perdita di guadagno nel caso peggiore (Scalloping Loss)

Il caso peggiore che può capitare è quello di una sinusoide con una frequenza che sta a metà strada tra
due frequenze della DFT. In questo caso si ha una perdita aggiuntiva di guadagno rispetto a quello che
avevamo calcolato nel caso coerente, e questa perdita viene parametrizzata come rapporto tra
guadagno coerente nel caso peggiore diviso per il guadagno coerente definito sopra. In generale si
trova che questo rapporto dipende dalla frequenza.

7. Risoluzione spettrale

Abbiamo visto nel caso della finestra di Hanning che quella finestra produce una riduzione della
risoluzione spettrale. Un modo per caratterizzare le finestre consiste nel definire il cosiddetto punto a
3dB, vale a dire il punto in corrispondenza al quale il guadagno incoerente in potenza della finestra si
riduce di un fattore 2.
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