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Consideriamo un certo processo di campionamento in cui si
prendono N campioni con intervallo di campionamento Az: in
questo caso 1l tempo di campionamento totalee 7 = NA¢, €

1" intervallo tra frequenze successive nella corrispondente DFT &

Aw =2r/T

S1 definisce cosi un “pettine di frequenze”

w =kAw  k=0,...,N—1
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Consideriamo ora una componente di Fourier che oscilla con una
frequenza uguale a una di quelle del pettine: 1" argomento della
funzione ¢ del tipo seguente

2T
Wt =—kt
T

quindi quando r = NAt¢ |’ esponenziale corrispondente vale 1 e la
funzione alla fine dell” intervallo &€ uguale alla funzione all” inizio
dell” intervallo.

S1 noti che anche le derivate della funzione periodica devono

o . . . ’
essere periodiche e quindi 1" argomento esposto sopra vale anche
per le derivate.



Esempio: 128 campioni, ky = 4
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In questo caso 1’ estensione periodica del segnale campionato
s1 raccorda con continuita
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In questo caso k, = 4.3, e 1" estensione periodica del segnale
campionato non si raccorda con continuita
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L’ effetto di allargamento & associato alla presenza della
discontinuita ai bordi — che a sua volta dipende dall’assenza di
una periodicita esatta.

Per compensare questo effetto s1 moltiplica il segnale per una
funzione che annulla il segnale a1 bordi — € quindi induce una
continuita artificiale nella condizione di periodicita.

Questa funzione sostituisce la r di prima, e si chiama
funzione finestra.



La DFT della funzione moltiplicata per la funzione finestrae
campionata ¢

2mwikn

DFT ({fw,}), = Z fwe N

Inoltre si trova la formula seguente come variante del
teorema di convoluzione:

N-1 2r 1 N-1 2 wikn _ 2mimn
DFT(f-w)m=anwne zf( je N
= k

0
1 N-1 2ri(m—k)n 1 N-1

— WZfe N =—YWF _, =G,
N o




La finestra di Hanning
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La finestra ripristina (approssimativamente) la continuita ai bordi

11

Edoardo Milotti - Metodi di trattamento del segnale



Per capire 1’ effetto di bordo utilizzando le trasformate di Fourier,
consideriamo un segnale sinusoidale periodico arbitrario f(¥)

sull” intervallo (-772, +7/2) e calcoliamone i coefficienti di Fourier

+7/2

1 —tkwyt
C= | roe ar

=107

Questi coefficienti di Fourier sono formalmente identici alla
trasformata di Fourier del segnale

J(@O)r()

dove r(¢) ¢ I’impulso rettangolare . (1)

(1 te(=T/2,+T/2)
r(t)_{o t&(=T/2 +T/2) ]



+7/2

1 —ikwyt
C=— | roe ar

=11/

17¢ i 1 ¢
= — Hre ™ dt =—— | F(o)HR(kw,. — o))dw’
T_[of()r()e MT_L( )R(kw, — @)

questa formula mostra che 1 coefficienti di Fourier sono in
generale una somma pesata dei valori della trasformata di
Fourier.

Inoltre:

o T T

e 1 +T/2 7 P e_iw_ SInw-—- T
R(w) = J. e dt =——e™" . . =T T2 =7 sinc(a)—)
7 —i 10, pais 2




La funzione R si annulla per
o | tutte le frequenze del pettine

R( 60) — T sinc ( 0 Z 06y / a parte la frequenza zero
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Se la trasformata di Fourier del segnale originale contiene soltanto
frequenze appartenenti al pettine di frequenze della DFT, vale a

dire se
Flw)=)Y ab(0-w,)
k
allora dalla formula

Ay
2T

|
C =— | FIO)HR(kw., —o)do' =
; mi( )R(kay, — @)

si vede che C, contiene solo il contributo dalla frequenza k-esima.



In generale 1 espressione
C, = L+JO:>F(a)’)R(kco o )dw’
“2nT e ’

riceve contributi da valori di F' a frequenze diverse, e quindi 1
picchi nello spettro stimato dalla DFT vengono allargati
artificialmente (spectral leakage).

S1 noti che piu e grande T, piu ¢ stretto il picco di R, € quindi
’effetto che stiamo considerando dipende dalla finitezza del
tempo di campionamento.



Analizziamo ora i1l comportamento della finestra di Hanning: nel
caso continuo questa finestra ha la forma funzionale

1 21t , Tt
w(t) = —| 1+ cos— |=cos* —
2 T T

e la sua trasformata di Fourier

nie . +T/2 1 27Tt +T/2 e—i(ot 2 it _ 2mit
W(w) = J' w(t)e ' dt = J 2(1+008Tj e dt = — 'f ( "”’+—£e e T Ddt

5 i —T/2 2

+T/2 —zwt 27t - D
:_J["‘” (eT +e Tj]dt
—T/2
1 T 1 D I 2n \T
=—|Tsinc| ®w— |+—| T sinc a)——n — |+ T sinc a)+—7r —
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N | —
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Confronto tra la finestra rettangolare (R) e la finestra di Hanning (W)

1. Il picco centrale di W ¢ piu largo di quello
di R;
2. I lobi laterali di W decadono molto piu

velocemente di quelli di R;
3. Il valore di picco di W ¢ la meta di quello
di R.

Queste proprieta della finestra di Hanning

implicano che:

1. La risoluzione in frequenza della finestra ¢

un po’ ridotta;
2. Lo spectral leakage ¢ molto inferiore;
3. Quando si applica una finestra si deve

compensare la riduzione di ampiezza.
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Segnale sinusoidale campionato in presenza di rumore

T




Segnale sinusoidale campionato in presenza di rumore €
moltiplicato per la finestra di Hanning
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Spettri stimati

con finestrarettangolare |

con finestra di Hanning
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DFT della finestra di Hanning

= 2mik — 2T
N-1 3 7;'\17” lN 1 271_” B ikn
W.=)we :_Z l-—cos——|e *
n= n=0 ]v
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quindi la DFT di un segnale a cui viene applicata la finestra di
Hanning ¢ la seguente

Je = g =N 1 1
Gk = N FEW,_, = NZE > (6kl,0 = Eék—l,l = 55kl,N1j
1=0 [=0
1 1 1
= E(Fk _EFk—l _EFkH)

quindi la finestra di Hanning rimpiazza la DFT ad una data
frequenza con una media pesata della trasformata stessa presa a
frequenze adiacenti.



Se prendiamo il caso di una sinusoide che ha la frequenza
esattamente coincidente con una delle frequenze che definiscono la

DFT

Perci0 lo spettro del segnale modificato ¢

1 1 1 A’

S,EG) = Z((ﬁk’ko = 5k,N—k0 )"‘ Z(Sk_u% + 5k—1,N—k0 ) + Z(6k+1,k0 " 5k+1,N—k0 )) 4

! ! 1 1 1 1 A
- |:Z(5k,k0 T Z5k—1,k0 T Z5k+1,k0 j T Z(5k,zv—k0 T ng—l,N—ko i Z5k+1’N_k0 j:|7

c1 sono cosi due picchi piu larghi del picco originale, e 1l valore di
picco della densita spettrale vale 1/4 del picco originale (—6dB).



Parametri generali che caratterizzano il comportamento
delle funzioni finestra

1. Amplificazione di picco (guadagno di picco) della finestra (Peak signal Gain o Coherent
Gain)

Come abbiamo gia visto nel caso della finestra di Hanning, la funzione finestra riduce il valore di
picco rispetto la finestra rettangolare, e anche se si tratta di una riduzione di ampiezza ¢ comune
parlare di amplificazione o guadagno della finestra. Il guadagno di picco € proporzionale W, vale

a dire dal valore a frequenza 0 o DC della DFT. Utilizzaznq}(o la DFT della finestra
TTIkNn

N-1 .
= N
W, = ZWne
n=0

e la formula 1 N-1



Esempio: amplificazione di picco della finestra di Hanning.

Abbiamo visto che

N 1 1
W = E(Sk e 55“ = _6/(,1\1—1)
quindi
N
WO — E
e infine il guadagno di picco ¢
W, 1N 1
Nesige Notsa)
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2. Amplificazione di potenza coerente (Coherent Power Gain)

Questo & un parametro che talvolta compare nella letteratura sull’ argomento e non ¢& altro che il
modulo quadro dell” amplificazione di picco:

Esempio: coherent power gain della finestra di Hanning

Dal risultato trovato sopra troviamo immediatamente che la coherent power gain della finestra di
Hanning vale %.



3. Amplificazione di potenza incoerente o guadagno di potenza incoerente (Incoherent Power
Gain)

Un tipo di rumore molto comune (il cosiddetto rumore bianco) ha una densita spettrale (media)
costante e 1 diversi coefficienti di Fourier sono statisticamente scorrelati tra loro, € quindi
applicando la finestra al segnale di rumore si trova

(EF) o2 frry o
Sy = N2 :N; <ECE>:NO-06/¢,1

N-1 1 A=l
2 Wk*‘/vl <Fn;k ka—l> = 2 Wk*VVngN6k,l

1
= - Y
N k,I=0 N k,I=0

2 N-1 2 N-1
o, RO 1 2
= 9 |Wk‘ ) 2 ‘Wk‘
N™ 5 N N™ S
Questo significa che 1" amplificazione del segnale di rumore & diversa da quella del segnale
deterministico e il coefficiente di amplificazione (guadagno di potenza incoerente) vale

LS w.f
N &




Esempio: incoherent power gain per la finestra di Hanning

Nel caso della finestra di Hanning

quindi



4. Larghezza di banda di rumore equivalente (Equivalent Noise BandWidth, ENBW)

Il rapporto tra i due guadagni trovati in precedenza definisce una specie di banda efficace da cui si
trae rumore

| densita spettrale del rumore (con finestra)]

ENBW = e .
(amplificazione in potenza)(densita spettrale del rumore )

Gé R 2 & e
our)/w v e &0 ) ZME Nl

2

(R S R, S Al ) |
n=0 n=0 n=0

N



Esempio: ENBW per la finestra di Hanning

3 o

w

ENBW = —*=0 e
1= P14 2
pas - chid Wn
N n=0

il binsize efficace ¢ piu grande del caso senza finestra, la
prestazione rispetto al rumore peggiora



5. Guadagno algoritmico (Processing Gain, PG)

Questa quantitd misura quanto la finestra ¢& efficiente nell’ evidenziare la presenza di un segnale al di
sopra del fondo di rumore ed ¢ data dal rapporto tra SNR e SNR con finestra per un segnale
sinusoidale puro. Nel caso di un segnale sinusoidale di ampiezza A con finestra rettangolare
1" amplificazione di potenza coerente & 1 e la densita spettrale (unilatera) vale A%/2, mentre la densita

spettrale del rumore vale g /N quindi

A’N
SNR, = ——
40,
Se ¢ presente la finestra
A2 1 |M= = N-1 |2 N-1 |2
e W, W SNR W
SNR, = d N_fzo = SNR, A;l:lo PG = W o_ Af;:o
603 ‘Wk‘z ‘Wk : SINR, |Wk :
W k=0 k=0

Questo parametro & uguale all” inverso dell’ ENBW



6. Perdita di guadagno nel caso peggiore (Scalloping Loss)

Il caso peggiore che puo capitare ¢ quello di una sinusoide con una frequenza che sta a meta strada tra
due frequenze della DFT. In questo caso si ha una perdita aggiuntiva di guadagno rispetto a quello che
avevamo calcolato nel caso coerente, e questa perdita viene parametrizzata come rapporto tra
guadagno coerente nel caso peggiore diviso per il guadagno coerente definito sopra. In generale si
trova che questo rapporto dipende dalla frequenza.

7. Risoluzione spettrale

Abbiamo visto nel caso della finestra di Hanning che quella finestra produce una riduzione della
risoluzione spettrale. Un modo per caratterizzare le finestre consiste nel definire il cosiddetto punto a
3dB, vale a dire il punto in corrispondenza al quale il guadagno incoerente in potenza della finestra si
riduce di un fattore 2.



tabella tratta da

F.J. Harris: On the Use of Windows for
Harmonic Analysis with the Discrete
Fourier Transform, Proc. IEEE 66
(1978) 51
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WINDOWS aND FIGUme oF MEmiT
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5108 LoBE COHERENT | EQUIV. 3.048 SCALLOP CASE 008 CORRELATION
WINDOW LDBE FALL GAIN NOSE [ LOSS FROCESS L PCNTY
LEVEL OFF aw {BIMS} (L :1] LOSS 1BIMS]
[£1:3] {a8/OCTH {BING] 18} 5% OL 5% OL
HECTANGCLE -13 ] 1.00 1.00 0.89 192 192 Ll 5.0 500
TRIANGLE =17 =12 0.50 .3 1.8 187 107 1L7T8 mna =0
cosHix a=10 e -1z 064 143 120 210 aot 168 55 na
AN G a=20 -3z -8 Q.50 1.50 (EC) 1.42 318 .00 659 (LA
a =30 -3 —24 042 .73 .66 1.08 347 32 o560 BE
a=4an -a7 -0 038 154 186 0B ars 2589 48E 4
HALRING ~43 -6 054 [ 3 1.30 1.7 31w 1.8 v i £
RIESZ -2 i ri 067 1.% 116 P am 1.8 6.5 344
RIEMANN -1 12 058 130 1.26 .88 an3 1.74 7ia 7.4
DE LA WALLE- =53 Ll 038 192 1.82 s irz 288 483 5.0
POUSSIN
TUKEY a- 025 =14 =18 088 110 .07 296 33 1.38 T4 -
a - 050 ~15 -8 075 1.2 115 24 an 1.57 Frad X
a-07% -19 -18 [1:< ) 1.36 .33 1.7 am 180 05 bR}
BN =45 ] o4 1.7 in v 354 23 5456 Td
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a-20 NONE -18 0.2 2.02 187 o8y BT ZE i 4.7
CAUCHY a=3n -3 -& 0.42 1.48 .34 17 140 1.50 615 20.2
a=40 -5 6 033 . 1650 1.% 183 220 48.8 13.2
a5 - B oz 2.06 168 113 478 253 38.3 9.0
GAUSSIAN O+ 15 -a2 -6 .51 138 1.3 168 34 188 67.7 .0
a-3o ~&6 -6 043 1.64 155 1.2 140 218 EXE 10.6
a-ih -&% Ll .37 190 L ] Lt am s 4717 49
DOLPH a.-15 =50 a 051 18 TR L] 312 185 695 2.3
CHEBYSHEvQ 10 ~ 60 o a8 151 1.8 1.44 i3 am a1 153
(PR - - o LEL] 162 158 1.% ) 297 &0.7 g
240 - o naz L s 1.85 1.10 Jag P 55.9 a7
K aISER [ R - a6 -6 .49 1.50 143 1.46 im 199 651 188
BESSEL @ 75 “57 -6 [XTY 165 187 1.20 13 2.20 595 1.2
a-30 -] 3 0.40 180 nn AR -3 156 23 519 74
a=38 -8 ] 037 183 1.83 089 T4 2.7 488 4.8
BARCILDON. @ =30 -83 a3 047 186 149 1,34 an 207 £3.0 14,2
TEMES Q-8 - "6 LK &) 167 159 1.18 340 -« ] 586 (-
a-40 68 =6 oAt BT (N - 1.08 562 1% [N | 16
EXACT BLACKMAN -51 -4 L3 10 [+ XS 139 73 §
BLACKMAN -58 -8 aar 173 158 LG 347 238 %67 i
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BLACKMANHAARIS
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Bl ACKMAN HARRIS
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WINDOWS AND FIGURES oF MERIT

HIGHEST SIDE WORST OVERLAF
SIDE LOBE COHERENT EQUIV. 3.0d8 SCALLOP CASE 6.0-98 CORRELATION
WINDOW LOBE FALL GAIN NOISE BW LOSS PROCESS BW IPCNT)
LEVEL OFF aw {BINS} {o8) LOSS {BINS)
(aB) (4B /OCT) (BINS) {08) 5% OL 50% OL
RECTANCLE -13 -6 1.00 100 0.8 382 i 1.29 75.0 50.0
TRIANGLE -27 ~12 0.50 .33 1.28 182 307 1.78 " 2.0
cosHix a=10 -23 -12 064 123 1.20 210 aon 1.656 155 3.8
HANNING a=20 -32 -18 0.50 1.50 1.44 1.42 318 2.00 659 %
a =30 - -24 042 .13 1.66 1.08 347 2 ] 55 B& l
a=40 -47 -0 0.38 1.54 1.86 0.8s ars 259 48 4 |
HAMMING ~a3 -6 054 1.3 1.20 1.78 310 1.81 0.7 ;& l
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Funzioni finestra di uso comune

Finestra 2
Hes Espressione analitica (t,, = %n)
Blackman w,=042-050cos(t, +008 cos(2t,)
Blackman-Harris | "= 042323-049755cos(t,)+007922 cos(2t,)
’ 1 27n
_J 5 l—cosT pern=0,...m-1 e n=N-m,...N-1 con m— ﬂ
Cosine tapered """ | * | 110
1 altrove
W, = a,-a, cos(t,)+a, cos(2t,)
Exact Blackman . o — 7938/18608, a; = 9240/18608. a» = 1430/18608.
Exponential w, =exp(an)dove a=1n(f)/ (N —1) ef eil valore finale
Flat top w, =02810639-05208972 cos(r, }+01980399cos (21, )
r
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Implementazione delle finestre in LabView
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Hanning Window (DBL)

il | \Windowed X
x Hanning
error
X is a real vector.
toeL] | Windowed X is the input signal with the window applied.
error returns any error or warning from the VI. You can wire error to the Error Cluster From

Error Code VI to convert the error code or warning into an error cluster.
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Generazione del segnale

frequenza (Hz)

' . . .
—I \? [numero di periodil

Segnale

tempo di campionamento (s)
: segnale —
n numero di ) - |segnale ongmalel
- 1123 campioni sinusoidale
- =i [ BEs @‘L
annin ira
.23 . . .
[finestra di Hanning|
DEL
ampiezza
23
DEL
deviazione standard ru NN
bianco Gaussiano o
rumore bianco
Gaussiano

‘23

DEL
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Generazione del segnale + stima del periodogramma

frequenza (Hz)

1.23p —————
T l: [numero di periodil
tempo di campionamento (s)
123 ) bl s?gnalgd | [segnale originale]
P ) campioni sinusoldale @—L Segnale
DEL L I ] & DEL 2
e ZHEE - E
Gl\hll\g
1.23p—+ - - -
[finestra di Hanning|
—e Spettro del
ampiezza segnale originale
_ S TN
‘.23 WFms Densita spettrale
—{ A
DEL sz
L. ] & o Mmas
deviazione standard rumaore A AT 1:2:‘:‘:3&
bianco Gaussiano 7 L N [ Yims
! rumore bianco
Gaussiano Spettro del segnale
L_GEn | dopo la finestra
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tempo di campionamento (s)
- 10

dt (s)
0.01

frequenza (Hz)
5.13

Ampiezza

ampiezza
- 10.00

deviazione standard rumore
bianco Gaussiano

4 1.00

Densita spettrale (VA2 /Hz)

>
Freguenza (Hz)




