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1. Mathematica is good at defining recursivity

Consider for instance the factorial. The standard recursive definition

translates to 

Try it ! 

0! = 1

n! = n⇥ (n� 1)!
<latexit sha1_base64="J4FtnnXhqu09VrMVa0uDZG1e/i0="></latexit><latexit sha1_base64="J4FtnnXhqu09VrMVa0uDZG1e/i0="></latexit><latexit sha1_base64="J4FtnnXhqu09VrMVa0uDZG1e/i0="></latexit><latexit sha1_base64="J4FtnnXhqu09VrMVa0uDZG1e/i0="></latexit>



������� Clear[sum];
sum[1, r_] = 1;
sum[n_, r_] := sum[n - 1, r] + r^(n - 1)

Example: use a recursive definition for the geometric sum to implement division

Recall that 

1

y
⇡ 2�(blog2 yc+1) ⇥

k=kmaxX

k=0

(1� y ⇥ 2�(blog2 yc+1))k

<latexit sha1_base64="snxSwj4hUKRl+dbXOhdTRNiorNU="></latexit>

������� x = 1738; nstep = 20;
nbit = BitLength[x];
result = BitShiftRight[sum[nstep, BitShiftRight[BitShiftLeft[2, nbit - 1] - N[x], nbit]],

nbit];
Print[result, "\t", 1/result]

0.000575374 1738.



Dividere e moltiplicare per 2 in base 2 è facile

Quindi si può calcolare il reciproco nel modo seguente:  

10 = 5⇥ 2

(1010)2 = (101)2 ⇥ (10)2

<latexit sha1_base64="E+DI4ycRE02YN2CgcxgMnwDlP9I=">AAACHnicbZDLSsNAFIYn9VbjLerSzWBR6qYkpaVuhKIblxXsBZoQJtNJO3RyYWYilNAnceOruHGhiOBK38ZJmoW2Hhj4+P9zOHN+L2ZUSNP81kpr6xubW+VtfWd3b//AODzqiSjhmHRxxCI+8JAgjIakK6lkZBBzggKPkb43vcn8/gPhgkbhvZzFxAnQOKQ+xUgqyTWalgnPr2DTljQgAtahbetVy7TMC7eeGRlnWPjV3NBdo2LWzLzgKlgFVEBRHdf4tEcRTgISSsyQEEPLjKWTIi4pZmSu24kgMcJTNCZDhSFSy5w0P28Oz5Qygn7E1QslzNXfEykKhJgFnuoMkJyIZS8T//OGifQvnZSGcSJJiBeL/IRBGcEsKziinGDJZgoQ5lT9FeIJ4ghLlWgWgrV88ir06jWrUWvdNSrt6yKOMjgBp6AKLNACbXALOqALMHgEz+AVvGlP2ov2rn0sWktaMXMM/pT29QPBE5t4</latexit>

5 = 10 : 2

(101)2 = (1010)2 : (10)2

<latexit sha1_base64="aHz9lalDI+V4WYiuYB+MNMrJspc=">AAACFXicbZDLSsNAFIYn9VbjLerSzWBRKkhJSqVSEIpuXFawF2hCmEwn7dDJhZmJUEJfwo2v4saFIm4Fd76NkzYLbf1h4OM/53Dm/F7MqJCm+a0VVlbX1jeKm/rW9s7unrF/0BFRwjFp44hFvOchQRgNSVtSyUgv5gQFHiNdb3yT1bsPhAsahfdyEhMnQMOQ+hQjqSzXOL+Ap1fQMmEDVqFt62XLtM7camZmaGbcyFCB7hols2LOBJfByqEEcrVc48seRDgJSCgxQ0L0LTOWToq4pJiRqW4ngsQIj9GQ9BWGKCDCSWdXTeGJcgbQj7h6oYQz9/dEigIhJoGnOgMkR2Kxlpn/1fqJ9C+dlIZxIkmI54v8hEEZwSwiOKCcYMkmChDmVP0V4hHiCEsVZBaCtXjyMnSqFatWqd/VSs3rPI4iOALHoAwsUAdNcAtaoA0weATP4BW8aU/ai/aufcxbC1o+cwj+SPv8ASi7lrY=</latexit>

1

11
=

1

16� 5
=

16�1

1� 5⇥ 16�1
⇡ 16�1

kmaxX

k=0

(5⇥ 16�1)k

<latexit sha1_base64="jXNfsCtgfZlrP9ab6XFUUIZjPNU="></latexit>

������� x = 1738; nstep = 20;
nbit = BitLength[x];
result = BitShiftRight[sum[nstep, BitShiftRight[BitShiftLeft[2, nbit - 1] - N[x], nbit]],

nbit];
Print[result, "\t", 1/result]

0.000575374 1738.



Exercise: write a short program for the Fibonacci sequence

with the initial conditions

Fn = Fn�1 + Fn�2

<latexit sha1_base64="ukvgh6AMolqHeC1lDUbJWw8nKHM=">AAACAHicbZDLSsNAFIZP6q3WW9SFCzeDRRDEkpSKboSiUFxWsBdoQ5hMp+3QySTMTIQSsvFV3LhQxK2P4c63cXpZaPWHgY//nMOZ8wcxZ0o7zpeVW1peWV3Lrxc2Nre2d+zdvaaKEklog0Q8ku0AK8qZoA3NNKftWFIcBpy2gtHNpN56oFKxSNzrcUy9EA8E6zOCtbF8+6DmC3SFan4qztwMnc6onPl20Sk5U6G/4M6hCHPVffuz24tIElKhCcdKdVwn1l6KpWaE06zQTRSNMRnhAe0YFDikykunB2To2Dg91I+keUKjqftzIsWhUuMwMJ0h1kO1WJuY/9U6ie5feikTcaKpILNF/YQjHaFJGqjHJCWajw1gIpn5KyJDLDHRJrOCCcFdPPkvNMslt1I6v6sUq9fzOPJwCEdwAi5cQBVuoQ4NIJDBE7zAq/VoPVtv1vusNWfNZ/bhl6yPb3MylGc=</latexit>

F0 = 0; F1 = 1.
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������� Show[ListLogPlot[Table[{n, F[n]}, {n, 0, 20}], Frame � True, FrameStyle � 18,
ImageSize � Large], ListLogPlot[Table[{n, Fn[n]}, {n, 0, 20}], Frame � True,
FrameStyle � 18, ImageSize � Large, Joined � True], FrameLabel � {"n", "F(n)"}]
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������� Clear[F]; (* recursive definition of the sequence *)

F[0] := 0;
F[1] := 1;
F[n_] := F[n - 1] + F[n - 2];

������� TableForm[Table[{n, F[n]}, {n, 0, 20}]]
��	���

��
�������

0 0
1 1
2 1
3 2
4 3
5 5
6 8
7 13
8 21
9 34
10 55
11 89
12 144
13 233
14 377
15 610
16 987
17 1597
18 2584
19 4181
20 6765



A more complex example: a Linear Congruential Generator (LCG) 
of uniformly distributed pseudorandom numbers

These generators are defined by the recursive formula

and this translates to 

e.g., with the constants of the LCG described in Numerical Recipes

xn+1 = axn + c mod m
<latexit sha1_base64="Im3n1CnaOakzf7gkLDYU4IHBIIs="></latexit><latexit sha1_base64="Im3n1CnaOakzf7gkLDYU4IHBIIs="></latexit><latexit sha1_base64="Im3n1CnaOakzf7gkLDYU4IHBIIs="></latexit><latexit sha1_base64="Im3n1CnaOakzf7gkLDYU4IHBIIs="></latexit>



For a list of LCG’s and some theory see 

https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_congruential_generator

See also the book Numerical Recipes for a more in-depth explanation
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Random number generators are extremely important and useful in computational 
physics. All important computer languages have libraries of pseudorandom number 
generators. 

For example, the result of  dir(numpy.random) in Python is 

'BitGenerator', 
 'Generator', 
 'MT19937', 
 'PCG64', 
 'Philox', 
 'RandomState', 
 'SFC64', 
 'SeedSequence', 
 '__RandomState_ctor', 
 '__all__', 
 '__builtins__', 
 '__cached__', 
 '__doc__', 
 '__file__', 
 '__loader__', 
 '__name__', 
 '__package__', 
 '__path__', 
 '__spec__', 
 '_bit_generator', 
 '_bounded_integers', 
 '_common', 

 '_generator', 
 '_mt19937', 
 '_pcg64', 
 '_philox', 
 '_pickle', 
 '_sfc64', 
 'absolute_import', 
 'beta', 
 'binomial', 
 'bytes', 
 'chisquare', 
 'choice', 
 'default_rng', 
 'dirichlet', 
 'division', 
 'exponential', 
 'f', 
 'gamma', 
 'geometric', 
 'get_state', 
 'gumbel', 
 'hypergeometric', 

 'laplace', 
 'logistic', 
 'lognormal', 
 'logseries', 
 'mtrand', 
 'multinomial', 
 'multivariate_normal', 
 'negative_binomial', 
 'noncentral_chisquare', 
 'noncentral_f', 
 'normal', 
 'pareto', 
 'permutation', 
 'poisson', 
 'power', 
 'print_function', 
 'rand', 
 'randint', 
 'randn', 
 'random', 
 'random_integers', 
 'random_sample', 

 'ranf', 
 'rayleigh', 
 'sample', 
 'seed', 
 'set_state', 
 'setup', 
 'shuffle', 
 'standard_cauchy', 
 'standard_exponential', 
 'standard_gamma', 
 'standard_normal', 
 'standard_t', 
 'test', 
 'tests', 
 'triangular', 
 'uniform', 
 'vonmises', 
 'wald', 
 'weibull', 
 'zipf' 
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La matematica delle epidemie 
 

Edoardo Milotti[1,2] 
 
Il fenomeno delle epidemie può essere descritto 
matematicamente in diversi modi, tutti molto 
interessanti. Uno di questi utilizza alcune semplici 
equazioni differenziali, che contengono gli elementi 
essenziali per valutare l’impatto di un’epidemia.  
 
Gli oggetti descritti dalle equazioni sono popolazioni 
di individui, che nel caso più semplice sono tutti i 
“sani”, tutti i “malati” e tutti gli "altri" (individui che 
hanno superato la malattia e sono diventati 
resistenti, e quelli che sono morti). 
 
Indichiamo dunque con !(#) la popolazione sana al 
tempo #.  Analogamente, indichiamo con !%,' la 
popolazione di malati al tempo # = 0 e con !%(#) la 
popolazione di malati al tempo #. La variazione del 
numero di malati al termine dell’intervallo di tempo 
(#, # + +#) è data dall’equazione  
 

+!% = ,!(#)!%(#)+# −
1
/ !%(#)+#. 

 
In questa equazione il termine ,!(#)!%(#) 
corrisponde al numero di individui infettati per unità 
di tempo, , è un coefficiente che è proporzionale alla 
velocità di trasmissione dell’infezione (è il numero 
medio di infettati per unità di tempo e per individuo 
infetto), e infine / è la durata media dell’infezione. Il 
termine ,!(#)!%(#) descrive un’interazione binaria 
tra la popolazione sana e quella malata, afferma che 
il numero di nuovi infetti è proporzionale sia al 
numero attuale di individui sani, sia a quello di 
individui malati. L’ultimo termine dell’equazione,  
!%(#)// indica la diminuzione del numero di individui 
infetti, sia perché guariti (e quindi sani, non più 
infettabili), sia perché deceduti; in entrambi i casi 
questi individui non rientrano più nella dinamica della 
diffusione della malattia.  
 
L’equazione logistica 
 
Se si ignora il secondo termine dell'equazione scritta 
sopra – che vuol dire ignorare guarigioni e morti – la 
si può riscrivere nella forma 
 

+!% = 	,[!' − !%(#)]!%(#)+#, 
 
che non è altro che una forma particolare di 
equazione logistica, un’equazione nonlineare 
facilmente risolvibile analiticamente, dove il 
parametro !' = !(#) + !%(#) rappresenta il numero 
totale di individui. Poiché vengono ignorate 
guarigioni e morti, in questo caso tutti gli individui 
della popolazione iniziale vengono infettati, e il 
valore finale di !% è !'. 
 
Per trovare la soluzione si utilizza il metodo della 
separazione delle variabili, riscrivendo l’equazione 
nella forma  
 

,+# = +!%
[!' −!%]!% 

 
oppure anche nella forma 
 

,+# = 1
!' 5

1
!% +

1
!' −!%6+!%	. 

 
Integrando ed utilizzando le condizioni iniziali, si 
trova immediatamente  
 

,# = 1
!' 7ln

!%
!%,' − ln

!' −!%
!' − !%,':. 

 
Con semplici manipolazioni algebriche si trova la 
seguente espressione che descrive il numero di 
malati in funzione del tempo 
 

!%(#) = 	
!'!%,';<=>?

@!' −!%,'A + !%,';<=>?
 

 
La derivata della soluzione è rilevante nella gestione 
pratica di un'epidemia, perché rappresenta la 
variazione del numero di malati per unità di tempo. 
Anche se la soluzione !%(#) è stata ottenuta in un 
caso irrealistico (lim/ → ∞) è interessante notare 
che la derivata raggiunge il suo massimo in 
corrispondenza all'istante 
 

#FGH =
1
,!' ln

!' −!%,'
!%,'  

 
e in corrispondenza a questo tempo il massimo della 
derivata vale 
 

+!%
+# I?JKL

= ,!'M
4  

 
La conclusione è che quando il parametro , è 
piccolo, a parità degli altri parametri, il massimo 
aumento del numero di contagiati si sposta in avanti 
nel tempo ed il suo valore è ridotto.  
 
Passaggio al sistema di equazioni completo 
 
Per produrre una descrizione completa bisogna 
introdurre anche la popolazione degli "altri", e in 
questo caso il sistema di equazioni che descrive il 
sistema è il seguente  
 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

+! = −,!(#)!%(#)+#
+!% = ,!(#)!%(#)+# −

1
/ !%(#)+#

+!G =
1
/ !%(#)+#

 

 
Quando questo sistema dinamico raggiunge 
l'equilibrio, le derivate si annullano, e dalla seconda 
equazione del sistema si trova il numero di individui 
che non vengono contagiati   
 

! = 1
,/	, 

 

Number of infectious (sick) individuals in a population

Increase of the number of 
infectious individuals during 
the time interval (t, t+dt)

This parameter describes the 
transmissibility of the disease

number of healthy 
individuals

number of infectious 
individuals

This term describes the 
decrease of the number of 
infectious individuals because 
of healing or death 

2. Mathematical modeling: simple model of 
epidemic outbreak (SIR model) 
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matematicamente in diversi modi, tutti molto 
interessanti. Uno di questi utilizza alcune semplici 
equazioni differenziali, che contengono gli elementi 
essenziali per valutare l’impatto di un’epidemia.  
 
Gli oggetti descritti dalle equazioni sono popolazioni 
di individui, che nel caso più semplice sono tutti i 
“sani”, tutti i “malati” e tutti gli "altri" (individui che 
hanno superato la malattia e sono diventati 
resistenti, e quelli che sono morti). 
 
Indichiamo dunque con !(#) la popolazione sana al 
tempo #.  Analogamente, indichiamo con !%,' la 
popolazione di malati al tempo # = 0 e con !%(#) la 
popolazione di malati al tempo #. La variazione del 
numero di malati al termine dell’intervallo di tempo 
(#, # + +#) è data dall’equazione  
 

+!% = ,!(#)!%(#)+# −
1
/ !%(#)+#. 

 
In questa equazione il termine ,!(#)!%(#) 
corrisponde al numero di individui infettati per unità 
di tempo, , è un coefficiente che è proporzionale alla 
velocità di trasmissione dell’infezione (è il numero 
medio di infettati per unità di tempo e per individuo 
infetto), e infine / è la durata media dell’infezione. Il 
termine ,!(#)!%(#) descrive un’interazione binaria 
tra la popolazione sana e quella malata, afferma che 
il numero di nuovi infetti è proporzionale sia al 
numero attuale di individui sani, sia a quello di 
individui malati. L’ultimo termine dell’equazione,  
!%(#)// indica la diminuzione del numero di individui 
infetti, sia perché guariti (e quindi sani, non più 
infettabili), sia perché deceduti; in entrambi i casi 
questi individui non rientrano più nella dinamica della 
diffusione della malattia.  
 
L’equazione logistica 
 
Se si ignora il secondo termine dell'equazione scritta 
sopra – che vuol dire ignorare guarigioni e morti – la 
si può riscrivere nella forma 
 

+!% = 	,[!' − !%(#)]!%(#)+#, 
 
che non è altro che una forma particolare di 
equazione logistica, un’equazione nonlineare 
facilmente risolvibile analiticamente, dove il 
parametro !' = !(#) + !%(#) rappresenta il numero 
totale di individui. Poiché vengono ignorate 
guarigioni e morti, in questo caso tutti gli individui 
della popolazione iniziale vengono infettati, e il 
valore finale di !% è !'. 
 
Per trovare la soluzione si utilizza il metodo della 
separazione delle variabili, riscrivendo l’equazione 
nella forma  
 

,+# = +!%
[!' −!%]!% 

 
oppure anche nella forma 
 

,+# = 1
!' 5

1
!% +

1
!' −!%6+!%	. 

 
Integrando ed utilizzando le condizioni iniziali, si 
trova immediatamente  
 

,# = 1
!' 7ln

!%
!%,' − ln

!' −!%
!' − !%,':. 

 
Con semplici manipolazioni algebriche si trova la 
seguente espressione che descrive il numero di 
malati in funzione del tempo 
 

!%(#) = 	
!'!%,';<=>?

@!' −!%,'A + !%,';<=>?
 

 
La derivata della soluzione è rilevante nella gestione 
pratica di un'epidemia, perché rappresenta la 
variazione del numero di malati per unità di tempo. 
Anche se la soluzione !%(#) è stata ottenuta in un 
caso irrealistico (lim/ → ∞) è interessante notare 
che la derivata raggiunge il suo massimo in 
corrispondenza all'istante 
 

#FGH =
1
,!' ln

!' −!%,'
!%,'  

 
e in corrispondenza a questo tempo il massimo della 
derivata vale 
 

+!%
+# I?JKL

= ,!'M
4  

 
La conclusione è che quando il parametro , è 
piccolo, a parità degli altri parametri, il massimo 
aumento del numero di contagiati si sposta in avanti 
nel tempo ed il suo valore è ridotto.  
 
Passaggio al sistema di equazioni completo 
 
Per produrre una descrizione completa bisogna 
introdurre anche la popolazione degli "altri", e in 
questo caso il sistema di equazioni che descrive il 
sistema è il seguente  
 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

+! = −,!(#)!%(#)+#
+!% = ,!(#)!%(#)+# −

1
/ !%(#)+#

+!G =
1
/ !%(#)+#

 

 
Quando questo sistema dinamico raggiunge 
l'equilibrio, le derivate si annullano, e dalla seconda 
equazione del sistema si trova il numero di individui 
che non vengono contagiati   
 

! = 1
,/	, 

 

discard the last term (irrealistic but interesting 
assumption)

Logistic equation: its exact 
solution is well-known 
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Complete differential system

La matematica delle epidemie 
 

Edoardo Milotti[1,2] 
 
Il fenomeno delle epidemie può essere descritto 
matematicamente in diversi modi, tutti molto 
interessanti. Uno di questi utilizza alcune semplici 
equazioni differenziali, che contengono gli elementi 
essenziali per valutare l’impatto di un’epidemia.  
 
Gli oggetti descritti dalle equazioni sono popolazioni 
di individui, che nel caso più semplice sono tutti i 
“sani”, tutti i “malati” e tutti gli "altri" (individui che 
hanno superato la malattia e sono diventati 
resistenti, e quelli che sono morti). 
 
Indichiamo dunque con !(#) la popolazione sana al 
tempo #.  Analogamente, indichiamo con !%,' la 
popolazione di malati al tempo # = 0 e con !%(#) la 
popolazione di malati al tempo #. La variazione del 
numero di malati al termine dell’intervallo di tempo 
(#, # + +#) è data dall’equazione  
 

+!% = ,!(#)!%(#)+# −
1
/ !%(#)+#. 

 
In questa equazione il termine ,!(#)!%(#) 
corrisponde al numero di individui infettati per unità 
di tempo, , è un coefficiente che è proporzionale alla 
velocità di trasmissione dell’infezione (è il numero 
medio di infettati per unità di tempo e per individuo 
infetto), e infine / è la durata media dell’infezione. Il 
termine ,!(#)!%(#) descrive un’interazione binaria 
tra la popolazione sana e quella malata, afferma che 
il numero di nuovi infetti è proporzionale sia al 
numero attuale di individui sani, sia a quello di 
individui malati. L’ultimo termine dell’equazione,  
!%(#)// indica la diminuzione del numero di individui 
infetti, sia perché guariti (e quindi sani, non più 
infettabili), sia perché deceduti; in entrambi i casi 
questi individui non rientrano più nella dinamica della 
diffusione della malattia.  
 
L’equazione logistica 
 
Se si ignora il secondo termine dell'equazione scritta 
sopra – che vuol dire ignorare guarigioni e morti – la 
si può riscrivere nella forma 
 

+!% = 	,[!' − !%(#)]!%(#)+#, 
 
che non è altro che una forma particolare di 
equazione logistica, un’equazione nonlineare 
facilmente risolvibile analiticamente, dove il 
parametro !' = !(#) + !%(#) rappresenta il numero 
totale di individui. Poiché vengono ignorate 
guarigioni e morti, in questo caso tutti gli individui 
della popolazione iniziale vengono infettati, e il 
valore finale di !% è !'. 
 
Per trovare la soluzione si utilizza il metodo della 
separazione delle variabili, riscrivendo l’equazione 
nella forma  
 

,+# = +!%
[!' −!%]!% 

 
oppure anche nella forma 
 

,+# = 1
!' 5

1
!% +

1
!' −!%6+!%	. 

 
Integrando ed utilizzando le condizioni iniziali, si 
trova immediatamente  
 

,# = 1
!' 7ln

!%
!%,' − ln

!' −!%
!' − !%,':. 

 
Con semplici manipolazioni algebriche si trova la 
seguente espressione che descrive il numero di 
malati in funzione del tempo 
 

!%(#) = 	
!'!%,';<=>?

@!' −!%,'A + !%,';<=>?
 

 
La derivata della soluzione è rilevante nella gestione 
pratica di un'epidemia, perché rappresenta la 
variazione del numero di malati per unità di tempo. 
Anche se la soluzione !%(#) è stata ottenuta in un 
caso irrealistico (lim/ → ∞) è interessante notare 
che la derivata raggiunge il suo massimo in 
corrispondenza all'istante 
 

#FGH =
1
,!' ln

!' −!%,'
!%,'  

 
e in corrispondenza a questo tempo il massimo della 
derivata vale 
 

+!%
+# I?JKL

= ,!'M
4  

 
La conclusione è che quando il parametro , è 
piccolo, a parità degli altri parametri, il massimo 
aumento del numero di contagiati si sposta in avanti 
nel tempo ed il suo valore è ridotto.  
 
Passaggio al sistema di equazioni completo 
 
Per produrre una descrizione completa bisogna 
introdurre anche la popolazione degli "altri", e in 
questo caso il sistema di equazioni che descrive il 
sistema è il seguente  
 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

+! = −,!(#)!%(#)+#
+!% = ,!(#)!%(#)+# −

1
/ !%(#)+#

+!G =
1
/ !%(#)+#

 

 
Quando questo sistema dinamico raggiunge 
l'equilibrio, le derivate si annullano, e dalla seconda 
equazione del sistema si trova il numero di individui 
che non vengono contagiati   
 

! = 1
,/	, 

 

Equation for the number of 
healthy individuals

Equation for all those who are no longer 
infections (either healed or dead)



un risultato che differisce da quello trovato 
precedentemente nel caso lim/ → ∞. Questo 
comportamento è associato alla diminuzione della 
densità degli individui sani nel corso del tempo ed 
impedisce che il termine di interazione ,!(#)!%(#)   
porti all’infezione dell’intera popolazione. In effetti, 
tornando all'equazione centrale del sistema  
 

+!% = S,!(#) − 1/T!%(#)+#	, 
 
si vede che il "coefficiente istantaneo"  
 

S,!(#) − 1/T 
 
corrisponde all’esponente di una crescita 
esponenziale, e che la crescita si arresta quando 
 
 

!(#) = 1
,/.	 

 
che è il nuovamente il numero di individui sani 
restanti alla fine dell’epidemia. 
 
In base alle stesse considerazioni, si vede anche che 
l’epidemia non può avere inizio se  
 

,!(0) < 1
/ 

 
o, in altri termini, esiste una popolazione critica 
iniziale  

!(0) = 1
,/ 

 
superata la quale può iniziare l’epidemia. Questa 
considerazione può venire anche riformulata in 
termini di densità di popolazione V(#) = !(#)/W, 
considerando l’area W della regione in cui è 
compresa la popolazione sana:  
 

,V(0) = 1
W/ 

 
che significa che l'epidemia può partire solo se il 
prodotto a sinistra (numero di contagi per unità di 
tempo per unità di area per persona infetta) è 
maggiore del termine a destra. 
 
Soluzione numerica   
 
Per concludere questa breve serie di considerazioni 
vale la pena di soffermarsi su alcuni grafici ottenuti 
integrando numericamente il sistema.  
 
Consideriamo una malattia infettiva caratterizzata 
dai seguenti parametri / = 10 giorni; ,/ = 2.2 x 10-4, 
e che si diffonde in una popolazione di 10000 
individui, a partire da un solo individuo infetto. Il 
valore di ,/ è abbastanza alto e corrisponde ad una 
contagiosità elevata. Supponiamo anche che la 
mortalità sia del 2.5% e il tasso di ospedalizzazione 
del 20%.  
 

La figura seguente mostra l'andamento del numero 
totale di individui sani (non contagiati):  
 

 
 
da cui si vede che una frazione elevata (circa l'80% 
della popolazione) viene contagiata prima che 
l'epidemia si spenga spontaneamente. 
 
Il numero di infetti ospedalizzati è importante, ed è 
mostrato nella figura che segue  
 

 
 
e come si vede ha un picco che viene raggiunto circa 
3 mesi dopo l'infezione iniziale. Il numero totale di 
morti segue l'andamento del numero di infetti, ed è 
mostrato nella figura successiva  
 

 
 
L'ultima figura di questa serie mostra il numero di 
individui attivi (sani + guariti)  
 

 
 
Il picco degli ospedalizzati può essere 
particolarmente rilevante perché mette sotto stress 
le strutture sanitarie. Come fare per ridurlo? Per 
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This "effective exponent" is critical, if it is 
negative, then the number of infectious 
individuals decreases spontaneously



Numerical solution of the differential system with Mathematica (this snapshot also shows 
the numerical values of the parameters used in the integration)

Clear[alpha]; (* definizione del parametro di contagiosità, con mitigazione intorno al tempo t0;
la funzione interpola in modo continuo (e con derivata centrale dadt) tra il valore iniziale
e quello finale*)

alpha[t_, t0_] := alpha0 + 0.5 ( 1 + Tanh[dadt*(t - t0)]) (alpha1 - alpha0);

system := {n'[t] == -alpha[t, t0]*n[t]*ni[t], ni '[t] == alpha[t, t0]*n[t]*ni[t] - ni[t]/tau,
na '[t] == ni[t]/tau, n[0] � n00, ni[0] � ni0, na[0] � 0};

(* definizione del sistema differenziale (equazioni + condizioni iniziali) *)

n0 = 10000; (* numero di individui nella popolazione *)
ni0 = 1; (* numero iniziale di individui infetti *)
tau = 10; (* tempo medio di durata della malattia e di durata dell'infettività, in giorni *)
alpha0 = 2.2/tau/(n0 - ni0); (* valore iniziale del parametro di contagiosità *)
alpha1 = 0.22/tau/(n0 - ni0); (* valore finale del parametro di contagiosità *)
t0 = 50; (* tempo intorno al quale si mettono in atto le misure di mitigazione *)
dadt = 0.2; (* derivata centrale per la funzione alpha *)
n00 = n0 - ni0; (* numero iniziale di individui sani, mai infettati *)
tmax = 300; (* tempo massimo fino a cui si estende l'integrazione, in giorni *)
beta = 0.025; (* mortalità media *)
gamma = 0.2; (* ospedalizzazione media *)

sol = NDSolve[system, {n, ni, na}, {t, 0, tmax}] (* soluzione numerica del sistema differenziale *)



Infectious diseases with parameters similar to COVID-19, without mitigation
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Effect of halving the contagiousness (no mitigation)
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