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Queste note si propongono di fornire un’introduzione non completamente

rigorosa e certamente non completa, ma abbastanza autoconsistente, all’ela-
borazione statistica dei dati sperimentali. La scelta degli argomenti e il taglio
sono pensati per un’esposizione di 6-8 ore di fronte a studenti del primo
anno di Ingegneria. Saro grato a chi segnalera errori o vorra indirizzarmi

commenti.
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1 Generalita

Lo scopo della Fisica e quello di dare descrizioni quantitative delle leggi
che regolano i fenomeni fisici, di formulare cioe espressioni matematiche che
legano le grandezze fisiche implicate nei fenomeni naturali.

Cominciamo col definire una grandezza fisica come una caratteristica di
un sistema individuata da un’operazione di misura il cui risultato rappresen-
ta, per cosi dire, I'intensita con cui la grandezza e presente, nelle condizioni
date, nel sistema in esame. Si noti come la definizione di grandezza fisica e
rimandata direttamente a quella di misura: sono cioe grandezze fisiche tutte
e sole le proprieta di un sistema per le quali sia possibile divisare una proce-
dura di misura non ambigua. Tali sono ad esempio le masse, le dimensioni
spaziali, gli intervalli di tempo, le velocita, etc. Siamo quindi portati a chie-
derci come si effettui una misura. Per il momento ci limitiamo a considerare
la misura diretta, che e la piu semplice e sta a fondamento di tutte le altre.

Misurare direttamente una grandezza significa confrontarla quantitativa-
mente con un suo campione a cui viene attribuita convenzionalmente inten-
sita pari a uno e che prende il nome di unita di misura. Questa definizione,
come vedremo meglio piu avanti, implica che esistano, per la grandezza in esa-
me, un criterio operativo di confronto (uguaglianza e disuguaglianza) e una
procedura di somma. La scelta dell’'unita di misura e largamente arbitraria
e dettata solo dalla convenienza: le unita di misura di tutte le grandezze so-
no cambiate piu volte nel corso degli anni per adattarsi alle esigenze sociali,
della scienza e della tecnologia.! Per una descrizione dei diversi sistemi di
unita di misura esistenti si rimanda al corso di Fisica Generale. In ogni caso,
per la misura si usano multipli e sottomultipli dell'unita di misura, vale a
dire campioni della grandezza le cui intensita, rispetto all'unita di misura,
stanno nel rapporto di numeri interi. La descrizione dettagliata del processo
di misura diretta sara 'oggetto del prossimo paragrafo; altri tipi di misura
saranno considerati piu avanti.

Se una stessa grandezza puo essere definita in pit modi diversi, questi for-

!Prima dell’attuale definizione del metro nel Sistema Internazionale come la distanza
percorsa dalla luce nel vuoto in un intervallo di tempo di 1/299792458 secondi, che & stata
adottata nel 1983, nel 1791 ’Accademia delle Scienze francese preferi definirlo come la
decimilionesima parte del meridiano terrestre di Parigi (distanza tra il Polo e ’Equatore)
piuttosto che la lunghezza di un pendolo con un certo periodo di oscillazione, per ovviare
alla variabilita dell’accelerazione di gravita sulla superficie terrestre. Rispetto alla defi-
nizione, il primo campione risulto piu corto di 0.2 mm. Nel 1889 la definizione di metro
non faceva piu riferimento alle dimensioni terrestri ma soltanto ad un certo campione di
platino-iridio mantenuto a pressione atmosferica alla temperatura di 0°C e sostenuto da
ben determinati sostegni meccanici. Nel 1960 fu deciso che la definizione di metro fosse
legata alla lunghezza d’onda di una certa radiazione atomica del krypton 86.



niscono misure tra loro proporzionali. A titolo di esempio, schematicamente,
e senza nessuna pretesa di completezza, notiamo che le lunghezze possono
essere ragionevolmente misurate per confronto diretto solo in un intervallo di
valori compreso approssimativamente tra 1 mm (1072 m, millimetro) e 1 km
(103 m, kilometro); per valori pitt piccoli di questi si ricorre a sofisticati siste-
mi meccanici (calibri, micrometri, fino a circa 1 ygm o 107% m, micrometro),
ottici (microscopi, interferometri, fino a circa 1 nm o 1072 m, nanometro), a
esperimenti di Fisica Atomica (fino a circa 1 pm o 107? m, picometro), di
Fisica Nucleare (fino a circa 107'> m o 1 fm, femtometro), o di Fisica sub-
Nucleare (fino a circa 107'® m o 1 am, attometro; per valori pitt grandi di
1 km si possono usare gli odometri (fino a circa 10° m, 1 Mm, megametro),
si passa poi a sistemi elettroottici (fino a circa 10° m, 1 Gm, gigametro) o
a triangolazioni ottiche (fino a circa 10" m, 1 Tm, terametro); al di 1a di
questo valore rimangono i metodi dell’ Astrofisica. Nei casi in cui si possono
effettuare le misure usando piu di una tecnica si puo verificare I’omogeneita
delle diverse definizioni di lunghezza.

2 Misure dirette non ripetute; errore di sen-
sibilita

Figura 1: Misura diretta di lunghezza.

Sia G la grandezza in esame e Uy la sua unita di misura. Per fare un
esempio concreto faremo riferimento ad una misura di lunghezza, ad esempio
la dimensione del piano superiore di un tavolo. L’unita di misura potrebbe
essere, in questo caso, un regolo sottile di metallo, che andra orientato secon-
do la direzione dello spigolo del tavolo con un’estremita allineata con il bordo
del tavolo. Si marca quindi il tavolo in corrispondenza della posizione della
seconda estremita e si sposta il regolo unitario parallelamente a sé stesso fino
a farne coincidere la prima estremita con questo segno. Si ripete 'operazione
finché ¢ possibile, determinando cosi quante unita entrano nella larghezza del



tavolo. E evidente che, nel caso generale, alla fine di questa fase della misura
il secondo bordo del tavolo non si trovera in corrispondenza della estremita
del regolo campione. Definiamo quindi un sottomultiplo U;, indicato in que-
sto caso da una serie di tacche equispaziate sul regolo campione. Anche in
questo caso il bordo del tavolo non capitera in coincidenza con una delle tac-
che. Si potra allora definire un secondo e piu piccolo sottomultiplo dell’unita
suddividendo l'intervallo tra le tacche in parti uguali. Il processo puo essere
ripetuto piu volte, e il risultato della misura viene allora costruito in linea di
principio come una somma di termini:

G = GoUy+GU +GyU; + ...

GO = int ((i))

G = it (G—UCI%UO)

G — GOU(] - G1U1)
Us

G2 = mt(

dove la funzione int() rappresenta la parte intera della frazione. Dalla de-
scrizione del processo di misura appare evidente che il valore del singolo
rapporto A
G — Y GiU;
Ui

non e mai noto: tutto quello che in ciascun confronto si determina e il numero
massimo di volte che il sottomultiplo U; entra nella quantita G' — Zé;% G;U;.
Nel processo di misura evidentemente non occorre dunque mai fare tron-
camenti: ciascun passo del processo di misura fornisce di gia un numero
intero.

E anche evidente che in pratica la somma verra fermata ad un certo ordine
imaz- A differenza degli altri termini G e arrotondato e non troncato:

tmax

G — 22281”_1 GiUi>

Gi = int’

max

dove la funzione int’() rappresenta l'intero piu vicino al valore della frazio-
ne. Chiameremo la quantita U;, . /2 risoluzione della misura, e la citeremo
sempre insieme al risultato della misura. Il risultato di una singola misura
diretta e dunque espresso come ’abbinamento di due numeri:

1U;

Imax U’L
Gmis = Gz T AG = - —=
;:J Uy 2 U,

[in unita Uy) . (1)



Con questa scrittura si intende dire che l'intensita di G puo differire da
GmisUp per una quantita piu piccola di U;,,, /2. Per descrivere questa situa-
zione si usa affermare che la quantita U;,,,, /2 rappresenta 'incertezza legata
alla risoluzione con cui si ¢ effettuata la misura ovvero - con termine forse im-
proprio ma che e ormai passato nel gergo, - I'errore di sensibilita. Qui come
piu avanti nella teoria della misura il termine “errore non ha il valore che il
linguaggio corrente gli assegna, dal momento che nella maggioranza dei casi
non sta a suggerire nessuna possibile correzione del risultato della misura,
ma ¢ usato come sinonimo di incertezza. In altre parole, la presenza di un
“errore” AG associato alla misura diretta indica che, nell’eventualita in cui si
ripeta la stessa misura migliorandone la risoluzione, si trovera il nuovo valore
della misura di G in un punto qualsiasi dell'intervallo [Gis—AG, G s +AG].
A priori, infatti, se ci si basa solo sull’espressione (1), tutti i punti di que-
sto intervallo sono equiprobabili. Si noti che la risoluzione di una misura e
dimensionalmente omogenea alla grandezza G.

Esercizio. Si effettui la misura diretta di Fig. 2.

Svolgimento:
Go = 3, G =2, Ga =
0 _1 L _li_ 1
Uy 6 U U Uy 30
2 3 1
mis — = — =34 AG = — =1. 172
G 3+6+30 3.433 Uy G 50 7107 Uy

per cui si puo scrivere

G = (3.433 £ .017) Uy

Scegliendo di usare una sola cifra significativa per AG scriveremo invece
Gis = 343Uy, AG=210"21),

Sulle cifre significative si dira meglio nel prossimo paragrafo.

3 Incertezze di misura e cifre significative.
Errore relativo e percentuale

Vedremo piu avanti che la conclusione raggiunta sopra non ¢ legata alla par-
ticolare misura descritta, ma vale per tutti i tipi di misura, anche se la defi-
nizione (e in parte anche il significato) di AG possono risultare abbastanza
diversi: il risultato di una qualsiasi misura non ¢ un numero che rappresenta



il valore “vero” della grandezza in studio, ma piuttosto una stima, della cui
bonta AG ¢ un indice. Si puo avere anzi ragione di sostenere che un tale
“valore vero” non esista affatto. Pensiamo di nuovo alla misura di lunghez-
za descritta sopra; supponiamo ad esempio, in via di pura ipotesi, di poter
disporre di uno strumento di misura con una risoluzione pari alla distanza
tra due atomi (~ 107'° m). Scopriremmo a) che gli atomi del tavolo sono
in continuo movimento attorno ad una posizione di equilibrio, e che quindi
la loro posizione non puo essere definita con assoluta precisione; b) che se
si tiene fisso un estremo del tavolo la posizione dell’altro estremo, osservata
con risoluzione atomica, cambia con la temperatura e che variazioni infinite-
sime - e di fatto incontrollabili - della temperatura danno luogo a variazioni
di lunghezza molto pin grandi delle distanze interatomiche; ¢) che, a livello
atomico, risulta impossibile stabilire se gli atomi che compongono gli strati
piu esterni della superficie del tavolo appartengano al tavolo o all’ambiente
che lo circonda: di fatto vi sono continuamente atomi che si staccano dal-
la superficie e altri che vi aderiscono, provenendo dall’atmosfera o da altri
oggetti che vengono in contatto con la superficie.

Ma ben prima di arrivare ad una tale situazione estrema, l’esperienza
mostra che quando la sensibilita non e troppo scarsa (cioe I’ “errore” troppo
grande) la ripetizione delle misure porta a risultati che differiscono tra loro
per piu della risoluzione dello strumento di misura. Prendendo nuovamente
ad esempio la misura di lunghezza discussa prima, e facile che da una misura
all’altra I’allineamento del regolo alle tacche e la tracciatura delle stesse possa
essere fatta in modo diverso per motivi che possono avere a che fare, per
esempio, con il fatto che la tacca non puo mai avere larghezza nulla, che la
sua direzione puo non essere perfettamente ortogonale allo spigolo del tavolo,
che durante l'operazione di tracciatura delle tacche il regolo puo spostarsi
inavvertitamente, etc. Il complesso di tutte le circostanze che influiscono
sul risultato della misura, anche in un caso cosi semplice, sfugge quindi al
completo controllo dello sperimentatore. Anche in questo caso, come vedremo
in dettaglio pitt avanti, si puo solo stimare il miglior valore della misura e
associare ad esso un numero che descrive la dispersione dei dati.

L’esistenza di una incertezza sperimentale, di qualsiasi natura essa sia,
pone delle limitazioni al numero di cifre significative (vale a dire di cifre non
precedute o seguite da soli zeri) con cui viene presentato il risultato della
misura. Si usa scrivere il valore di AG con non piu di due cifre significative,
e si riportano le cifre del valore di G,,;s solo fino alla posizione dell’ultima
cifra di AG. Nel caso in cui manchi 'indicazione di AG, si assume per questo
valore meta dell'unita dell’ultima cifra del valore di G,,;s.

Gli errori di sensibilita e la dispersione delle misure non rappresentano le
uniche fonti di incertezza associate ad una misura. Se ad esempio il campio-



ne dell'unita di misura di lunghezza e costituito di un materiale soggetto a
dilatazione termica in misura diversa dall’oggetto della misura, si otterranno
risultati differenti operando a temperature diverse. L’incertezza derivante
da questa situazione prende il nome di errore sistematico, dove il termine
“sistematico” sta a ricordare che in principio questo tipo di errore puo essere
previsto ed eventualmente, a differenza di quello di sensibilita, corretto. Si
puo pensare, ad esempio, di registrare la temperatura a cui si effettuano le
misure e, dalla conoscenza dei coefficienti di dilatazione termica dei materiali
in gioco, di dedurre dai dati misurati effettivamente quelli che si sarebbero
misurati ad una data temperatura. In alternativa si puo provvedere a sta-
bilizzare la temperatura del sistema. In tutti i casi l'incertezza sulla misura
della temperatura si traduce in un’incertezza (o “errore”) sistematica sulla
misura di lunghezza. Occorre pero dire che, a parte I’esempio banale che e
stato fatto, la correzione degli errori sistematici non e sempre facile da effet-
tuare, e certamente la loro presenza non puo essere messa in evidenza finché
si usi un solo strumento di misura (un solo campione nel caso della misura
diretta) o non si varino le condizioni della misura.

Un modo alternativo di presentare il dato dell’errore di misura ¢ quello
dell’errore relativo cioe del rapporto tra I'incertezza di misura AG e il valore
della misura,

AG
AGrel = Gmis
L’errore relativo permette di confrontare misure di grandezze fisiche diffe-
renti. Ad esempio, si puo facilmente vedere che la misura di una massa
di 2 tonnellate con AM = 5 kg (AM,, = 2.5 1073) & affetta da un’incer-
tezza minore della misura di una lunghezza di 30 cm con un AL = 1 mm
(AL, = 3.31073). A differenza dell’errore di misura, 'errore relativo ¢ un
numero puro, e viene talvolta anche presentato - moltiplicato per 100 - come
percentuale. Si usa indicare ’errore relativo con lo stesso numero di cifre
significative dell’errore assoluto.

Esercizio. Si correggano le cifre significative della seguente tabella di
misure; si espliciti I’errore dove & sottinteso; si calcoli ’errore relativo
della misura:



G AG Gmis AGrel

1.234 | 0.12 1.239.810°2
1.234 1 1.2 | 8.31072
1.23456 | .0001 | 1.2346 | 8107°
1| .012 1.000 | 1.2 1072

1234 120 | 1.2310% | 9.8 1072

1.2 .05 41072
1 5 5
2 5 .25

4 Misure indirette non ripetute; propagazio-
ne dell’errore massimo

Consideriamo ora una grandezza F' legata a G da una relazione funzionale:
F = F(G).

E chiaro che effettuare una misura di G equivale ad effettuare una determi-
nazione del valore di F":
Fmis =F (szs) .

Ad esempio, si puo ottenere la lunghezza L di una circonferenza misurando
il diametro D del cerchio e calcolando la relazione L = 7w D. Oppure stimare
il volume V' di un cubo misurando la lunghezza A dello spigolo e usando la
formula V = A3,

Se l'errore di sensibilita nella misura di G & piccolo, 'ampiezza del-
I'intervallo associato all’errore di sensibilita sulla misura di F' sara dato

da
F
(d) AG.
dG GG

|F (Gois + AG) — F (Gpis — AG)| ~ 2

Si puo assumere quindi

AF = <dF> AG.
dG G:Gmis
Per i due casi di prima si avrebbe
Lmis = WDmis AL =m AD
Vinis = A3 AV =3A%. AA

Si capisce facilmente che nel caso di funzioni di piu variabili, se cioe

F=F(AB,C,..)
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allora
Fmis =F (Ami87 Bmisa Omz's7 .. )

AF =

AA+’AB+‘AO+ (2)

Questa definizione, che usa il valore assoluto delle derivate parziali, corri-
sponde a riconoscere che il caso peggiore, quello in cui gli errori di sensibilita
nelle singole misure primarie concorrono a dare un errore di sensibilita su
F' che sia massimo, ha probabilita uguale a qualsiasi altro. Effettuando, ad
esempio, una misura della velocita media V' di un corpo misurando lo spazio
L percorso e il tempo T impiegato a percorrerlo, se le incertezze sulle misure
sono rispettivamente AL e AT, I'incertezza sulla misura di velocita e data

da
AV = — AL—l—‘—L AT = —AL+£AT
T T2 T 1?2
La propagazione dell’errore massimo nelle espressioni monomie prende
una forma particolarmente semplice se ci si riferisce all’errore relativo mas-

SImo:

G=A". B Cc.

AG AA AB AC
AGT‘el:? = ‘a|7 |b|7 |C|7+:

= |CL| AArel —f— |b| ABrel —I— |C| AC’M + Ce

Ad esempio, per il caso precedente della velocita media V' = L/T si avrebbe
semplicemente (|a| = |b] = 1)

AV, = ALy + AT, g

Esercizio. Si calcoli ’incertezza AS con cui & nota 1’area della super-
ficie S di un rettangolo di lati A =20.2 cm e B = 7.3 mm.

Svolgimento. Calcoliamo ’errore relativo
AS AA AB .05 .05 3

< = =AA,q+AB,g = 4+ —=—4+-—=09310"

A —
Srel A "B 202 "73

da cui
AS =AS, S=AS,.; AB=.14 cm?

Esercizio. Si vuole misurare la profondita h di un pozzo lasciandovi
cadere dentro un sasso e misurando il tempo ¢ intercorso tra la partenza



del sasso e il ’istante in cui lo sperimentatore sente il rumore dell’urto
sul fondo del pozzo. Si mostri che ’espressione

1
h= —gt’
59

¢ affetta da un errore sistematico dovuto al fatto che il suono si propaga
a velocita v, la si corregga e si calcoli I’errore di sensibilita Ah in funzione
della risoluzione At.

Si calcolino le espressioni ottenute per v = 300 m, t,,;s = 2.1 s, g =
9.8 m/s?, At =0.05 s.

Svolgimento. L’espressione corretta per h ¢ data da

1 h\ 2
h=-g(t—"2
29( v)

che €& un equazione di secondo grado in h, la cui soluzione &

2

hmis = % (1 —/14 2g tmis/”) + v tnis = 20.2 m

an =2 !

At=v|1-
dt t=tmis ( V 1+ 29 tmis/v

La formula semplificata avrebbe invece dato

)AtzO.Qm

1
himis = 59 2o =21.6m

con una differenza (di natura sistematica) per eccesso di 1.4 m. Un altra fonte di
incertezza sistematica in questa misura ¢ la resistenza dell’aria, che porta anch’essa
a sovrastimare la profondita.

5 Strumenti di misura

La gran parte delle misure viene effettuata con apposite apparecchiature che
permettono il confronto della grandezza in esame con I'unita di misura e che
prendono il nome di strumenti di misura. A ciascun valore della grandezza
corrisponde un numero se lo strumento & digitale, la posizione (angolare o
lineare) di un indice su una scala graduata su cui generalmente sono marcati i
valori della grandezza in esame se lo strumento e analogico. La risoluzione di
una misura strumentale ¢ quindi legata alla risoluzione con cui viene letta la
scala graduata dalla legge di propagazione degli errori in una misura indiretta.
Sia G la grandezza in esame e Z quella realmente osservata. Valgono relazioni
del tipo

el
G=G(Z) AG= ‘dZ AZ

10



Generalmente il valore di AG puo essere desunto direttamente dalla scala
graduata di uno strumento analogico, ovvero corrisponde alla meta della cifra
meno significativa usata da uno strumento digitale. La quantita |dG/dZ|™!
e una caratteristica dello strumento che prende il nome di sensibilita; un
valore alto della sensibilita significa che a piccole variazioni della grandezza
da misurare corrispondono grandi cambiamenti della grandezza osservata Z.

regolo di misura

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\1111'
L T

t

nonio

Figura 2: Nonio.

Talvolta, la sensibilita di lettura di una scala analogica puo essere mi-
gliorata mediante 1’'uso di un nonio, un piccolo regolo scorrevole, graduato in
modo tale che n divisioni della scala del nonio corrispondano a n—1 divisioni
della scala principale. Questo significa che la distanza d fra le tacche traccia-
te sulla scala del nonio e piu piccola della distanza D tra le tacche della scala
principale per una quantita pari a D/n. Con riferimento alla figura, suppo-
niamo di effettuare una misura diretta di lunghezza; come si e gia visto, in
generale, il secondo estremo dell’oggetto da misurare verra a cadere tra due
tacche della scala principale; il nonio, che va posizionato di seguito all’og-
getto, permette di stimare, con sensibilita D/n, la frazione di tacca residua.
Infatti, se chiamiamo x la quantita di cui lo zero del nonio e spostato verso
destra rispetto ad una tacca della scala principale, la prima tacca del nonio
dista dalla successiva tacca della scala principale di * — D/n, la seconda di
x—2D/n, e cosi via. Se la k-ma divisione del nonio coincide (o quasi) con la
posizione di una tacca principale si ha, evidentemente, = kD /n. Nel caso
riportato in figura, la misura dell’oggetto ottenuta con 1'uso del nonio e di
16.7 unita della scala principale.

Oltre alla risoluzione e alla sensibilita, altre caratteristiche di uno stru-
mento di misura sono la giustezza, la ripetibilita, la prontezza, e la portata,
che ¢ il massimo valore della grandezza misurabile con lo strumento.

La prontezza ¢ misurata dal valore di un tempo che caratterizza la velocita
di risposta dello strumento.

La giustezza (detta anche accuratezza) esprime la massima deviazione
possibile del risultato della misura dal risultato di una misura ideale. La giu-
stezza ¢ legata al massimo errore sistematico che lo strumento puo introdurre
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nella misura. Puo assumere valori diversi a seconda del valore della misura:
questo ¢ evidente per tutti gli strumenti che possono lavorare con portata
variabile, ma vale anche all'interno di un’unica scala (non linearita dello stru-
mento). Essendo espressione dell’errore sistematico, la giustezza gioca quindi
lo stesso ruolo della risoluzione, e ne prende il posto quando sia piu grande
di questa. Questa situazione e quella che si presenta piu frequentemente:
generalmente le caratteristiche dei singoli componenti di uno strumento sono
note solo per essere comprese all’interno di un’intervallo massimo di varia-
bilita. In linea puramente teorica si puo pensare di eliminare questo effetto
(o ridurlo al di sotto della soglia di sensibilita) attraverso una taratura dello
strumento, da effettuarsi, immediatamente prima o dopo ciascuna misura,
con un campione della grandezza G di valore noto. Un’errata o mancata ta-
ratura dello strumento puo portare a veri e propri errori di misura. Come ¢
stato gia sottolineato, I'errore sistematico non e evidenziabile finché si usi un
solo strumento di misura non tarato, ma puo solo essere stimato (incertezza
sistematica), generalmente a partire dalle informazioni fornite dal costruttore
dello strumento. Esistono anche strumenti detti assoluti, che non richiedono
taratura in quanto il loro funzionamento fornisce la misura basandosi su una
legge fisica; un esempio di questo tipo di strumenti ¢ il manometro di Mac
Leod.

La ripetibilita (detta anche precisione) esprime la capacita di uno stru-
mento di dare risposte uguali nelle stesse condizioni. Indipendentemente da
quanto lo strumento sia giusto, ¢ possibile ed anzi normale che misure diverse
di una stessa grandezza diano valori diversi. I motivi piu vari possono deter-
minare un tale comportamento: puo essere l'attrito dell’ago dell’indicatore
negli strumenti analogici, o un’interferenza elettromagnetica nella circuiteria,
o una variabilita della resistenza di un contatto elettrico, etc.. Quello che ac-
comuna tutte queste situazioni e che esse sfuggono al controllo dell’operatore.
Se cosi non fosse, la causa potrebbe essere individuata e neutralizzata; o, an-
che, la misura potrebbe essere corretta per 'influenza della perturbazione,
trattata quindi come un errore sistematico. Questo non e il caso generale.

Si noti, poi, che nella progettazione degli strumenti di misura si tende ad
avere un bilanciamento delle prestazioni in sensibilita e in ripetibilita: infat-
ti, dal momento che la precisione determina sostanzialmente il prezzo dello
strumento, non € conveniente avere strumenti molto ripetibili e poco sensi-
bili, giacche ripetibilita significa avere una piccola dispersione dei risultati,
per sfruttare appieno la quale occorre abbinarla con una piccola risoluzione
e quindi con un’alta sensibilita dello strumento. Di contro, strumenti ad alta
sensibilita ma scarsa ripetibilita danno incertezze di misura non corrispon-
denti alla sensibilita, bensi determinate dalla dispersione dei dati. Come nel
caso precedente, lo strumento avrebbe delle capacita che nella pratica non

12



possono essere sfruttate, e il tempo e i soldi investiti nella progettazione di
uno strumento siffatto non sarebbero ben spesi. Occorre quindi, invece, che
le due caratteristiche risultino opportunamente bilanciate. Per questo moti-
vo e il piu delle volte inutile cercare di leggere su una scala graduata piccole
frazioni della sua risoluzione: molto probabilmente la risoluzione nella lettu-
ra di Z non ¢ stata migliorata dal costruttore perché la ripetibilita non lo
consente.

Ci dobbiamo ora porre il problema di come trattare i risultati di misure
ripetute, e di come ricavare da essi un valore per l'incertezza. Prima di fare
questo introduciamo i concetti di probabilita e di densita di probabilita.

6 Probabilita e frequenza

Il termine probabilita € comunemente usato per indicare, pitt 0 meno corret-
tamente, una stima riguardo ad un evento di cui non si abbiano informazioni
sufficienti per prevederne 'esito con certezza. La teoria della probabilita si e
sviluppata su basi matematiche a partire dal 600, inizialmente sul tema dei
giochi d’azzardo, ma puo essere (ed ¢) utilmente applicata ad un ventaglio
molto piu vasto di situazioni. Si applica in tutti quei casi in cui una situa-
zione si puo presentare con modalita diverse in circostanze apparentemente
identiche, quando non si voglia o non sia possibile specificare completamen-
te le condizioni iniziali e i meccanismi secondo cui il sistema evolve. Ad
esempio, il lancio di una moneta o di un dado e certamente un evento de-
terministico, ma di fatto risulta impossibile controllarlo in modo da ottenere
un risultato prefissato: la minima variazione delle condizioni iniziali porta a
risultati completamente diversi. Esperimenti di questo tipo prendono il nome
di esperimenti casuali, il cui risultato e cioe affidato al caso, e i loro risultati
sono variabili casuali.

Pensiamo ad un tale esperimento che possa svolgersi secondo n modalita
diverse. Queste modalita siano mutuamente esclusive e siano, per cosi dire,
su un piede di parita: non vi sia cioe, a priori, nessun motivo di ritenere
che una o piu di esse avvenga in via preferenziale. Per avere degli esempi si
puo pensare al lancio di una moneta (n = 2) o al lancio di un dado (n = 6),
all’estrazione di un numero nel gioco del Lotto (n = 90). Sia £ una qualsiasi
espressione logica che assuma il valore 1 (vero) o il valore 0 (falso) in ciascuna
delle n modalita di svolgimento dell’esperimento. Per fissare le idee possiamo
pensare all’estrazione di una biglia da una scatola che ne contiene n, ciascuna
numerata con un numero diverso. L’evento a cui siamo interessati potrebbe
essere 'estrazione di uno dei numeri z1,...2, (m < n) su cui abbiamo
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puntato:
E={z:ze{r,. . o,}}

Definiamo probabilita a prior: dell’evento E il rapporto

tra il numero ng di modalita dell’esperimento in cui I'espressione F & verifi-
cata, e il numero totale n = ng +ng di casi ugualmente possibili. Nel nostro
caso evidentemente n ¢ il numero totale di biglie contenute nella scatola, e
ng vale m. La probabilita vale allora m/n e assume dunque valori tra 0 e
1. Il primo caso (P = 0) esprime l'impossibilita a priori di F, e il secon-
do (P = 1) la sua certezza (sempre a priori). Il primo caso si verifica, ad
esempio se, nel gioco del Lotto, abbiamo puntato solo su numeri inferiori a
1 e superiori a 90; il secondo se includiamo nella nostra giocata del Lotto
tutti i novanta numeri che possono essere estratti (m = n). Analogamente,
la probabilita che esca la testa nel lancio della moneta vale 0.5; la croce ha
anch’essa probabilita 0.5; la probabilita che esca una data faccia del dado
¢ 1/6, mentre la probabilita che una data faccia non esca ¢ il complemento
all’'unita di questo valore, cioe 5/6.

Dalla definizione risulta immediatamente evidente che le probabilita di
eventi indipendenti si sommano:

P(E; o Es) = P(Ey) + P(E)

Questa proprieta e gia stata implicitamente enunciata sopra a proposito della
probabilita dell’estrazione del Lotto.
Supponiamo ora di effettuare N volte I'esperimento. Definiamo frequenza
dell’evento E il rapporto v
E
1) =
tra il numero Ng di volte in cui 'esperimento si e svolto secondo una modalita
in cui £ e stata verificata, e il numero N = Ng + Nj totale di prove. E
evidente che la frequenza cambia al crescere del numero totale di prove, ma
e un fatto sperimentale che al crescere di N le oscillazioni della frequenza
diminuiscono di ampiezza, e il suo valore converge a quello della probabilita a
priori. L’esperienza ha portato a formulare il seguente postulato, noto come
“legge empirica del caso”: al crescere del numero delle prove la frequenza
tende a stabilizzarsi attorno ad un valore limite che coincide con la probabilita
a priori:

: . Ng _ng
L



Numero di prove

Figura 3: Frequenza del risultato testa (o croce) nel lancio di una moneta, in
funzione del numero di prove. Si noti la scala logaritmica dell’ascissa.

In questa enunciazione si e usato il formalismo dell’analisi matematica, se-
condo la quale una funzione f converge ad un valore fy per x — +o0 se,
scelto un € piccolo a piacere, esiste un xq tale che, per qualsiasi z > x,
|f(z) — fo| < e. E evidente perd che la frequenza non & una funzione ma-
tematica, ma un risultato sperimentale, per il quale il numero di prove (la
x della definizione di limite) rimane sempre un numero finito. Senza volere
entrare nelle sottigliezze del ragionamento, si dira solo che in realta la legge
empirica del caso enunciata sopra significa soltanto che la probabilita che la
frequenza sia un numero sensibilmente diverso dalla probabilita diminuisce al
crescere del numero N di tentativi. Detto in altri termini, mz aspetto che in
media, sun prove, ng siano favorevoli a E. Una conseguenza interessante (e
molto spesso sottovalutata) della legge empirica del caso ¢ che se al crescere
del numero di prove persiste una differenza tra f(FE) e P(E), cresce anche
la probabilita che sia stata valutata erroneamente P(FE). Per esempio, se un
certo numero non viene estratto al Lotto per troppo tempo, anziché puntare
su questo ritardatario occorrera prendere in considerazione l'ipotesi che que-
sto numero non sia in effetti nell’'urna insieme agli altri. Questo approccio
equivale a stimare la probabilita a partire dalle frequenze, cosa che talvolta
rappresenta I'unico modo di farlo. Prima di entrare nel vivo dell’argomento
dobbiamo pero andare avanti con la teoria della probabilita.
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Si vuole adesso studiare la probabilita composta. Sia F, una seconda
espressione logica, indipendente da Fy, concernente i risultati dell’esperimen-
to, e si voglia calcolare la probabilita che si verifichino entrambi gli eventi.
Facendo riferimento ad esempio all’estrazione di due palline numerate si puo
pensare, affinché gli eventi siano indipendenti, di avere due urne identiche da
ciascuna delle quali si estrae una pallina, oppure di avere una sola urna nella
quale viene rimessa la prima pallina subito dopo l'estrazione. Infatti, se la
seconda pallina viene estratta senza rimettere a posto la prima, le condizioni
per la seconda prova non sono identiche a quelle della prima, e le prove non
sono piu indipendenti; le formule presentate qui non valgono in questo caso,
per il quale si rimanda ai corsi di Teoria della Probabilita. E facile convin-
cersi che la probabilita a priori che siano verificate contemporaneamente sia
Ey che E5 ¢ data dal prodotto delle singole probabilita:

Ng, NE,

P(E1 eEg) :P(El)P<E2) =

n n

Esercizio. Si stimino le probabilita di ciascuno dei possibili risultati
del lancio contemporaneo di due dadi.

Svolgimento. Per contare il numero di casi possibili notiamo che ciascuna
faccia del primo dado puo essere abbinata, nel lancio, a ciascuna delle sei facce
del secondo. Il numero di casi possibili ¢ dunque n = 36, e ciascuno di essi ha
dunque probabilita 1/36. Questo numero & anche, correttamente, il quadrato della
probabilita del singolo lancio.

Il risultato 2 (risp. 12) puo essere ottenuto in un unico caso, cioe se i due dadi
mostrano entrambi le facce 1 (risp. 6); la sua probabilita ¢ dunque 1/36.

11 risultato 3 (risp. 11) puo essere ottenuto solo in due casi, se il primo dado
mostra la faccia 1 (risp. 6) e il secondo la faccia 2 (risp. 5) o viceversa; la sua
probabilita & dunque 2/36.

Il risultato 4 (risp. 10) puo essere ottenuto in tre modi diversi: se entrambi i
dadi mostrano la faccia 2 (risp. 5) oppure se il primo mostra la faccia 1 (risp. 6)
e il secondo la faccia 3 (risp. 4) o viceversa; la sua probabilita & dunque 3/36.

Il risultato 5 (risp. 9) puo essere ottenuto in quattro modi diversi: se il primo
dado mostra la faccia 1 (risp. 6) e il secondo la faccia 4 (risp. 3) o viceversa,
oppure se il primo dado mostra la faccia 2 (risp. 5) e il secondo la faccia 3 (risp.
4) o viceversa; la sua probabilita & dunque 4/36.

11 risultato 6 (risp. 8) puo essere ottenuto in cinque modi diversi: se entrambi
i dadi mostrano la faccia 3 (risp. 4), oppure se il primo dado mostra la faccia 1
(risp. 6) e il secondo la faccia 5 (risp. 2) o viceversa, o anche se il primo dado
mostra la faccia 2 (risp. 5) e il secondo la faccia 4 (risp. 3) o viceversa; la sua
probabilita & dunque 5/36.
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Il risultato 7 puo essere ottenuto in sei modi diversi: se il primo dado mostra
la faccia 1 e il secondo la faccia 6 o viceversa, oppure se il primo dado mostra la
faccia 2 e il secondo la faccia 5 o viceversa, o anche se il primo dado mostra la
faccia 3 e il secondo la faccia 4 o viceversa; la sua probabilita ¢ dunque 6/36.

Come si vede la somma di tutte le probabilita da 1.

Probabilita (x36)

LU

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Risultato

Figura 4: Distribuzione delle probabilita per il lancio di due dadi.

7 Distribuzione di probabilita

La funzione rappresentata sopra e un semplice esempio di una distribuzione
di probabilita, cioe della corrispondenza tra ciascun evento possibile e la sua
probabilita. Nel caso appena descritto si puo vedere che la distribuzione e
simmetrica attorno al valore 7, dove ha un massimo. Esperimenti diversi
hanno distribuzioni di probabilita diverse. Queste devono in principio ave-
re due sole caratteristiche universali: assumere solo valori positivi e che la
somma di tutti i valori sia 'unita.

Si vuole ora estendere la teoria fin qui esposta ai risultati delle misure.
Infatti, essendo impossibile prevedere I'esatto risultato di una misura, que-
sto puo essere considerato una variabile casuale. A differenza delle variabili
trattate nel paragrafo precedente, che possono avere solo valori discreti, il
risultato di una misura assume valori razionali. Per fissare le idee trattia-
mo il caso della misura non ripetuta di una grandezza X in cui l'incertezza
sia determinata dall’errore di sensibilita Az. Come si e gia detto, tutti i
punti dell'intervallo [z,,;s — Az, s + Az] sono da considerarsi equiproba-
bili rispetto ad una successiva determinazione z’ . della stessa grandezza

mis
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>
0 Xi S_AX Xris st Ax X

Figura 5: Distribuzione rettangolare di probabilita.

effettuata con uno strumento dotato di miglior risoluzione. Appare subito
evidente che, a causa della densita del campo dei numeri razionali, la probabi-
lita associata ad un qualsiasi punto xy dell’intervallo e zero. Ha invece senso
chiedersi quale sia la probabilita associata ad un qualsiasi intervallo finito
compreso nell’intervallo di incertezza. Questa probabilita deve evidentemen-
te dipendere solo dalla dimensione dx dell’intervallo e non dalla posizione
del suo centro, e assumere valore unitario quando l'intervallo coincide con
[Tmis — AT, Tpis + Ax]. Possiamo allora scrivere:

ox
— <7 < = =
dP [z —dz/2 <z, < x+ dz/2] SAL O(z) oz
dove
TP
- 2Az

¢ I'analogo nel continuo della distribuzione di probabilita vista sopra in un
caso discreto e prende anche il nome di densita di probabilita della variabile
x. Ha il senso che l'integrale di ®(x) tra z; e x5 rappresenta la probabilita a
priort che il valore di x sia compreso tra questi due valori:

Pl <x <) = /mq)(x) dx.

1

Nel nostro caso
To — 1

2Ax
Questa densita di probabilita, descritta in Fig. 7, prende il nome di distri-
buzione rettangolare.

Nel caso generale ®(z) non ha ovviamente un’espressione cosi sempli-
ce, ma dipende effettivamente da x. Le uniche condizioni che ®(x) deve
soddisfare sono, di nuovo:

Plry <x <) =

0 < ®(x) Va; /+OO O(z) de = 1.

—00
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Quando ®(x) non & nota, essa puo essere stimata a partire dalla frequenza.
Definendo come evento U'espressione E = {x — 0x/2 < 2,5 < x + dx/2}, si
ha

Come si e gia detto il problema centrale della Statistica ¢ quello di ottenere
una stima del valore di una grandezza e dell'incertezza che lo accompagna
a partire da un certo numero di misure. E evidente che la massima infor-
magzione ottenibile in un esperimento e rappresentata dalla distribuzione di
probabilita della variabile associata alla misura. Ovviamente questa infor-
mazione non ¢ mai disponibile, giacché richiederebbe un numero infinito di
misure. Anche nei casi trattati sopra (lancio di monete, dadi, estrazione di
biglie), in cui potrebbe sembrare che sia tutto chiaro a priori, occorre notare
che le distribuzioni di probabilita che sono state discusse in quella sede ri-
guardano situazioni sperimentali “oneste”; niente assicura, a priori, che un
qualsiasi esperimento reale lo sia (si veda, a questo proposito, alla fine del
paragrafo precedente, il caveat sui numeri ritardatari del Lotto).

In realta non & necessario determinare la forma esatta della distribuzione.
Si puo far vedere che il piu delle volte, per caratterizzare la distribuzione di
probabilita, basta determinarne due sole grandezze caratteristiche, la media
i e la varianza 0, che sono sostanzialmente i momenti primo e secondo della
distribuzione:

400
= / x ®(x) dx

2 oo 2 T 2
o’ = (x — p) @(x)dx:/ z° ®(z)dr —p
—0 —00
dove nell’ultimo passaggio si ¢ usata I'unitarieta dell’integrale di ®. Cogliamo
I’occasione per notare che, essendo la varianza, per costruzione, un numero

non negativo, vale
<x2> = / x? O(x) dx > (/ x ®(x) dx) = <x>2

dove si ¢ introdotta la notazione con le parentesi triangolari ( ) per indicare
il valore atteso o aspettato di una variabile casuale. Notiamo esplicitamente,
giacché servira piu avanti, che il valore aspettato del momento primo calcolato
attorno al valor medio ¢ zero:

(# —p) =0.

Mentre il significato della media e chiaro di per sé, notiamo che la varianza
rappresenta una misura della larghezza della distribuzione. Piu la varianza
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e piccola piu alta e la probabilita che le misure si addensino attorno al valor
medio. La radice quadrata della varianza, o, prende il nome di deviazione
standard, ed ha le stesse dimensioni fisiche di # e u. Come sara chiaro

piu avanti il significato geometrico preciso della deviazione standard dipende
dalla forma della distribuzione.

Esercizio. Si calcolino media e varianza della distribuzione di pro-
babilita rettangolare.

Svolgimento.
+o0 1 Tmist+ AT
= d(r)de = —— dx = Ty
" /_Oo x ®(x) dx 5AL /a:mis—Az T dT = Tyis
n+Ax 1 +Ax (Az)Q
2 2 2
o= T — Cbxdx:—/ 2 dx =
NS L N -

8 Misure dirette ripetute: istogramma; legge
normale degli errori

N=100 N=1000

20 100 -

10 F

Distribuzione dei dati
—
|

Distribuzione dei dati

Figura 6: Istogrammi dei risultati di N determinazioni della variabile casuale
ottenuta dalla somma di dodici numeri casuali compresi tra 0 e 1. Agli istogrammi

e sovrapposta, per confronto, la frequenza prevista, nel limite N — oo, da una
distribuzione di Gauss con { =6 e o = 1.

E ben noto che ripetendo una stessa misura, pur nelle stesse condizioni e
con il medesimo strumento, i risultati non danno sempre un medesimo valore.
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Questa variabilita ¢ dovuta a piccole alterazioni casuali e non controllabili
delle condizioni di misura. Strumento di analisi principe per questo caso ¢
I'istogramma. Supponiamo di effettuare N misure di una grandezza X, con
N grande, e di ottenere i valori

{.1'1, T2, T3, ... ,iL‘N} .
Scegliamo due numeri opportuni x4 e xp tali che
TA<x; <xp Vi

Dividiamo l'intervallo [z 4, zg] in n sottointervalli di uguale ampiezza dz =
(xp — x4)/n che chiamiamo celle. Il numero n deve essere opportunamente
scelto: in prima approssimazione si pud usare n ~ v N ). 1 centri z¢; delle
celle hanno ascisse

{xCi =T4+ (Z — 1/2) 51‘}1‘:1@.

Su questo insieme discreto definiamo la funzione istogramma I(z¢;), una
funzione a valori interi che associa a ciascun punto x¢; il numero di misure
che cadono nella cella di centro x¢;.

E un dato sperimentale il fatto che al crescere del numero N di misure la
funzione I(x¢;) converge, una gran parte delle volte, nei punti del dominio,

alla funzione
Nox . (. —m)?
Y exp | =Y
V27s P 252

dove m e s sono due parametri opportunamente scelti. Il primo rappresenta
I’ascissa rispetto alla quale la funzione e simmetrica, e il secondo ha a che fare
con la dispersione delle misure (e con l'altezza della campana). L’espressione
scritta sopra definisce la densita di probabilita gaussiana o normale:

B(x) = —— exp [_M] .

2mo 202

Questa funzione e di gran lunga la piu importante della Teoria della Pro-
babilita, e I'unica che trattiamo in un qualche dettaglio. In un certo senso e
una legge della natura, ma spiegare il motivo per cui si presenta cosi frequen-
temente per descrivere la distribuzione dei risultati delle misure esula dagli
scopi del presente scritto introduttivo. Si puo dimostrare un teorema noto
come teorema del limite centrale della media, che assicura che una variabile
casuale continua che sia combinazione lineare di un certo numero di variabili
ha distribuzione di probabilita normale. Per un corollario di questo teore-
ma anche una variabile casuale al cui valore contribuiscano un gran numero
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Densita di probabilita

Figura 7: Densita di probabilita gaussiana o normale con §& = 0 e per tre diversi
valori del parametro o.

di effetti casuali, ciascuno dei quali e responsabile di una piccola variazione
rispetto al valore medio, segue la distribuzione di probabilita di Gauss. In
quest’ultima categoria ricade una gran parte delle misure. Per la dimostra-
zione, particolarmente laboriosa, di questo teorema si rimanda ai testi di
Calcolo delle Probabilita.

Per verificare che la probabilita totale sia I'unita, si ricorre al trucco di
integrare la distribuzione sul piano reale invece che sull’asse reale:

/+OO O(z) dx /+OO O(y) dy =

© 1 (35—5)2 © 1 (y—f)z
= ———\d —— | dy =
5 exp[ 552 x| NGT: exp 552 Y

1 400 p+oo 1 2 00

= —/ / e~ @) g dy = —/ dgb/ e rdr = 1.
m™J—oc0o J—o0 ™ Jo 0

Calcoliamo ora il valore aspettato della variabile z che segue la distri-

buzione di Gauss (anche se il risultato ¢ gia insito nella simmetria della
funzione):

oo ] z—¢&)?
(z) = . 27TUexp[—< 202)]$dm:
+oo ] 2
= | T exp [—;‘2] (x4 &) de=¢&.
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Analogamente,

oo 1 (z—¢)*
(- = [T e[ -
20'2 +00 _22 9 0'2 +oo g2 O'2 2]t
= ﬁ_we azdmzﬁ_we da:—ﬁ{xe }_OO:
2

= 0.

Si noti che la curva ha due punti di flesso per x = £ £ o; si puo infatti
facilmente verificare, mediante un calcolo diretto, che in questi punti la deri-
vata seconda cambia di segno. Per una distribuzione gaussiana la probabilita
che una misura capiti ad una distanza dal massimo inferiore a ko

E+ko
PkEP[f—kagxﬁg—i—k‘a]:/ O(x) dz
E—ko

e tabulata e vale, per diversi valori di k,

P, =0.6827, P, =0.9545, FP3=0.9973,, F;=0.9999.

9 Distribuzioni derivate

Consideriamo una grandezza z, legata a x da una relazione del tipo z =
g(x). Si puo ottenere la distribuzione di probabilita I'(z) di z imponendo la
seguente equazione tra le probabilita infinitesime:

da cui
de  P(z)

['(z) = ®(x) = ok

E quindi evidente che, a meno che la funzione g(z) sia lineare la densita di
probabilita I'(z) non sara dello stesso tipo di ®(z). Come abbiamo fatto per
la variabile z, ci proponiamo di calcolare il valore aspettato ( z )

oo
(z) :/F(z)zdz:/ O(x) g(x) dx.
—00
Generalmente questa equazione e troppo difficile da risolvere, e si preferisce
ricorrere a delle approssimazioni. Supponendo che la ®(z) sia grande solo
in un piccolo intorno di ( x ), si puo pensare di restringere 'integrazione
a questo intorno. Supponendo che in questo intorno la funzione g(z) non
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vari apprezzabilmente si puo sostituirla con il suo valore al primo ordine in
r—(z)=zx—-¢§
dg
s~ a0+ () w-o
L),

In questa approssimazione il valore atteso di z varra quindi

(z)=g(&) +9() (z = &) =g(§) =¢.

Analogamente

ol =((z= ") =g ((z-&*) =4

dove abbiamo indicato con o2 la varianza della distribuzione della variabile
x.

Q
—~
m
=
()
)
8

Nel caso in cui z sia funzione di piu variabili indipendenti:
z=g(a,b,c,...)
la distribuzione di probabilita di z sara data dalla seguente equazione :
['(2)dz=®,da-Pydb- P.dc- ...

e supponendo di potere scrivere, con ovvio significato dei simboli:

0 0
gla,bye..)~gla,B,7,...)+ (aiJL)aﬂm (@ —a) + (ag)])aﬁ b—-0)+...

si avra

(=(z)~gla,f,7..)

= (-0 = [(gg)ﬁ (a—a)+ (gg)ﬁ b-5)+..

2 2
89) ] 2 (09) ] 2
= (£ o2+ | =2 o4 ...
[(aa a,f... b a,S...

dove 'azzerarsi dei termini misti deriva dall’ipotesi di indipendenza delle va-
riabili a, b, ¢, etc.. Questa espressione, che descrive la propagazione dell’in-
certezza statistica, va confrontata con ’equazione (2) a pag. 9, che descrive
la propagazione dell’errore massimo.
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