
anticipando quanto vedremo alla fine del corso
vi servirà prima per la parte di elettromagnetismo

rivedremo, con molto più dettaglio

Metodo dei Minimi Quadrati: 
dato un campione di 𝑛𝑛 variabili casuali 𝑦𝑦𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1, 𝑛𝑛, indipendenti

con incertezze statistiche 𝜎𝜎𝑖𝑖 e 
valori di aspettazione 𝜇𝜇𝑖𝑖 che dipendono da parametri non noti, 

le stime migliori dei parametri sono i valori che minimizzano la forma 
quadratica

stima dei parametri di una relazione lineare

𝑿𝑿𝟐𝟐 = �
𝒊𝒊=𝟏𝟏

𝒏𝒏
𝒚𝒚𝒊𝒊 − 𝝁𝝁𝒊𝒊 𝟐𝟐

𝝈𝝈𝒊𝒊𝟐𝟐



nel nostro caso, ipotizziamo che tra le grandezze fisiche 𝑋𝑋 e 𝑌𝑌 ci sia una 
relazione lineare

𝒀𝒀 = 𝒎𝒎𝑿𝑿 + 𝒒𝒒
e di voler misurare 𝑚𝑚 e 𝑞𝑞
misure:  𝑛𝑛 coppie di valori misurati (𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑦𝑦𝑖𝑖)  campione (𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐, … .𝒚𝒚𝒏𝒏)

con incertezze statistiche trascurabili su 𝑥𝑥𝑖𝑖, e 𝜎𝜎𝑖𝑖 su  𝑦𝑦𝑖𝑖
E 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝝁𝝁𝒊𝒊 = 𝒎𝒎𝒙𝒙𝒊𝒊 + 𝒒𝒒

minimizzare 𝑿𝑿𝟐𝟐 = �
𝒊𝒊=𝟏𝟏

𝒏𝒏
𝒚𝒚𝒊𝒊 − 𝝁𝝁𝒊𝒊 𝟐𝟐

𝝈𝝈𝒊𝒊𝟐𝟐

𝝏𝝏𝑿𝑿𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎 = 𝟎𝟎

𝝏𝝏𝑿𝑿𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒒𝒒 = 𝟎𝟎



nel nostro caso, ipotizziamo che tra le grandezze fisiche 𝑋𝑋 e 𝑌𝑌 ci sia una 
relazione lineare

𝒀𝒀 = 𝒎𝒎𝑿𝑿 + 𝒒𝒒
e di voler misurare 𝑚𝑚 e 𝑞𝑞
misure:  𝑛𝑛 coppie di valori misurati (𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑦𝑦𝑖𝑖)  campione (𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐, … .𝒚𝒚𝒏𝒏)

con incertezze statistiche trascurabili su 𝑥𝑥𝑖𝑖, e 𝜎𝜎𝑖𝑖 su  𝑦𝑦𝑖𝑖
E 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝝁𝝁𝒊𝒊 = 𝒎𝒎𝒙𝒙𝒊𝒊 + 𝒒𝒒

minimizzare 𝑿𝑿𝟐𝟐 = �
𝒊𝒊=𝟏𝟏

𝒏𝒏
𝒚𝒚𝒊𝒊 − 𝝁𝝁𝒊𝒊 𝟐𝟐

𝝈𝝈𝒊𝒊𝟐𝟐

con la legge di propagazione della varianza        𝜎𝜎�𝑚𝑚2 = ∑𝑖𝑖
𝜕𝜕 �𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑖𝑖

2
𝜎𝜎𝑖𝑖2, …

𝝏𝝏𝑿𝑿𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎 = 𝟎𝟎

𝝏𝝏𝑿𝑿𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒒𝒒 = 𝟎𝟎

�𝒎𝒎 =
𝟏𝟏
𝑫𝑫 𝑺𝑺𝟎𝟎𝟎𝟎𝑺𝑺𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝑺𝑺𝟏𝟏𝟎𝟎𝑺𝑺𝟎𝟎𝟏𝟏

�𝒒𝒒 =
𝟏𝟏
𝑫𝑫 𝑺𝑺𝟎𝟎𝟏𝟏𝑺𝑺𝟐𝟐𝟎𝟎 − 𝑺𝑺𝟏𝟏𝟏𝟏𝑺𝑺𝟏𝟏𝟎𝟎 𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗 = �

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑦𝑦𝑖𝑖𝑗𝑗

𝜎𝜎𝑖𝑖2

𝐷𝐷 = 𝑆𝑆00𝑆𝑆20 − 𝑆𝑆102

𝝈𝝈�𝒎𝒎
𝟐𝟐 =

𝑺𝑺𝟎𝟎𝟎𝟎
𝑫𝑫 𝝈𝝈𝒒𝒒𝟐𝟐 =

𝑺𝑺𝟐𝟐𝟎𝟎
𝑫𝑫 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 ⏞𝒎𝒎 ,⏞𝒒𝒒 = −

𝑺𝑺𝟏𝟏𝟎𝟎
𝑫𝑫

e anche



note

a) bisogna sempre controllare i risultati (calcoli sbagliati, relazione ipotizzata
non corretta…): grafico con valori misurati, incertezze, e retta con 
parametri stimati

se le incertezze non si apprezzano, grafico con differenza tra valori
misurati e calcolati in una scala espansa

𝛿𝛿𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑚𝑚𝑥𝑥𝑖𝑖 + �𝑞𝑞 𝜎𝜎𝛿𝛿𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑖𝑖



note

c) se l’incertezza su 𝑥𝑥𝑖𝑖 non è trascrurabile ma quella su 𝑦𝑦𝑖𝑖 si, basta 
scambiare 𝑋𝑋 𝑒𝑒 𝑌𝑌

d) se entrambe le incertezze sono non trascurabili

al primo ordine
si stimamo una proma volta i parametri come se le incertezze su 𝑥𝑥𝑖𝑖
fossero trascurabili  �𝑚𝑚0, �𝑞𝑞0

si propaga l’errore 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑖𝑖,𝑥𝑥1
2 = �𝑚𝑚0

2 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑖𝑖
2

, 𝜎𝜎′𝑖𝑖
2 = 𝜎𝜎𝑖𝑖2 + 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑖𝑖,𝑥𝑥𝑖𝑖

2

si stimano di nuovo i parametri …. fino ad ottenere risultati stabili

b) se 𝑌𝑌 = 𝑚𝑚𝑋𝑋 formule simili, più semplici, facili da ricavare



note

e) se la relazione tra 𝑿𝑿 e 𝒀𝒀 non è lineare…

spesso di può ‘’linearizzare’’ 

ad es    𝑉𝑉 𝑡𝑡 = 𝑉𝑉0𝑒𝑒−𝑡𝑡/𝑐𝑐 ‘’campione’’   (𝑡𝑡𝑖𝑖 ,𝑉𝑉𝑖𝑖)

però       ln𝑉𝑉 = ln 𝑉𝑉0 − 𝑡𝑡/𝑐𝑐
e quindi, introducendo   𝑌𝑌 = 𝑙𝑙𝑛𝑛𝑉𝑉 e   𝑋𝑋 = 𝑡𝑡, ci si riconduce 
al caso precedente

NB:   𝜎𝜎𝑖𝑖2 = ⋯ 𝜎𝜎𝑉𝑉𝑖𝑖
2



sarà parte della prima esercitazione:

• scrivere un programma (riutilizzabile, meglio se routine) che calcoli stime, loro 
incertezze e correlazione

• verificare graficamente l’accordo con i dati

riprenderemo il lavoro in esperienze successive

stima dei parametri di una relazione lineare
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