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6. Le trasformate di Fourier discrete. 

 

Come si fa a trattare un segnale reale invece di una funzione espressa in forma analitica per mezzo del 

formalismo di Fourier? Se torniamo a considerare la formula che definisce la trasformata, notiamo che nei casi di 

segnali misurabili, l'integrale è necessariamente esteso ad un intervallo finito T, e inoltre il segnale è definito solo 

su un insieme discreto di N campioni.  
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t
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La figura mostra la relazione tra tempo di campionamento e tempo totale T. I campioni vengono raccolti in un intervallo di tempo che 

dura Δt. 

 

Supponiamo che gli istanti di campionamento siano equispaziati nel tempo e che l'intervallo di campionamento 

sia Δt = T/N, allora è abbastanza naturale approssimare l'integrale nel modo seguente: 

 

F(ω ) = f (t)e− iω tdt
−∞

+∞

∫ = f (t)e− iω tdt
0

T

∫ ≈ f (tn )e
− iω tnΔt

n=0

N −1

∑        (6.1) 

 

Poiché ci sono N campioni non ci possono essere più di N frequenze linearmente indipendenti, e siccome i tempi 

di campionamento sono equispaziati assumiamo ora che anche le frequenze che ci interessano siano equispaziate, 

definiamo dunque 

Fm = F(ωm ) ≈ f (tn )e
− iωmtnΔt

n=0

N −1

∑           (6.2) 

 

con ωm = mΔω  e tn = nΔt  Allora 

 

Fm ≈ fne
− imnΔωΔtΔt

n=0

N −1

∑             (6.3) 

 

dove si è posto fn = f (tn ) . Resta ora da definire l'intervallo tra frequenze Δω, oppure - ed è la stessa cosa - la 

frequenza massima che entra nella somma (6.3). Si noti che il segnale è definito sull'intervallo (0,T), mentre la 

trasformata di Fourier richiede che esso sia definito su tutto l'asse reale, allora per calcolare la trasformata di 

questo nostro segnale dobbiamo estenderlo in qualche modo a tutto l'asse reale. Una possibile scelta è quella di 
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considerarlo nullo al di fuori dell'intervallo (0,T). Però la somma (6.3) contiene funzioni periodiche che sono 

definite e non nulle anche al di fuori di (0,T), e quindi è naturale fare l'altra possibile scelta, e cioè di considerare 

il segnale una funzione periodica con periodo T. In tal caso la frequenza fondamentale associata a questa 

periodicità è ω1 =
2π
T

, mentre le altre sono multipli di questa frequenza fondamentale, e allora Δω =ω1 =
2π
T

. 

Si noti adesso che la trasformata di Fourier comprende allo stesso modo sia frequenze positive, sia frequenze 

negative, e quindi solo metà delle frequenze che compaiono nella (6.3) sono positive e quindi la frequenza 

angolare massima è data da ωmax =
N
2
Δω =

2πN
2T

= 2π 1
2Δt

. La frequenza 2νmax = 2
ωmax

2π
=
1
Δt

 è detta frequenza 

di Nyquist, e nel prossimo paragrafo daremo fondamenta più salde a queste considerazioni. Proseguiamo ora  

notando che Δω ⋅ Δt = 2π 1
T
⋅
T
N

=
2π
N

, e quindi 

Fm ≈ fne
−
2π imn
N Δt

n=0

N −1

∑             (6.4) 

 
Ciò significa nella trasformata così discretizzata le funzioni periodiche rilevanti sono gli esponenziali  del tipo 

e
−
2π imn
N , e perciò è importante studiarne le proprietà di ortogonalità:   

 

e
−
2π imn
N e

2π inl
N

n=0

N −1

∑ = e
−
2π i(m− l )n

N

n=0

N −1

∑ = e
−
2π i(m− l )

N
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟n=0

N −1

∑
n

        (6.5) 

 
Se (m-l) mod N = 0, la (6.5) vale N, mentre se (m-l) mod N ≠ 0 possiamo applicare la solita regola per le somme 

geometriche e troviamo: 

 

e
−
2π i(m− l )

N
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟n=0

N −1

∑
n

=
1− e−2π i(m− l )

1− e
−
2π i(m− l )

N

= 0           (6.6) 

 
dunque 
 

e
−
2π imn
N e

2π inl
N

n=0

N −1

∑ = Nδm,l            (6.7) 

 
In seguito alla relazione (6.7) si usa definire la coppia trasformata discreta - antitrasformata discreta nel modo 

seguente: 

Fm = fne
−
2π imn
N

n=0

N −1

∑

fn =
1
N

Fme
2π imn
N

m=0

N −1

∑

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

           (6.8) 

 

Trasformata discreta di Fourier (DFT)

Trasformata inversa (IDFT)

Ortogonalità
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Esempio: DFT di una sinusoide 

 

Consideriamo una sinusoide definita dalla formula  

 

fn = Acos
2πnk0
N

             (6.11) 

 
dove k0 è un intero (la frequenza della sinusoide coincide con una delle frequenze della DFT), allora la sua DFT è 

data da  
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+ δk ,N − k0( )

      (6.12) 

 

Come si vede ci sono due picchi che hanno un’ampiezza proporzionale all’ampiezza della sinusoide originale e 

alla radice quadrata del numero di campioni. 

 

 
Esercizio: spiegare nel dettaglio tutti i passaggi matematici dell’esempio precedente. 
 
 

 

6.2 DFT come modello fisico dei dati. 

 

Riprendiamo ora la formula dell'antitrasformata  

 

fn
(th) =

1
N

Fme
2π imn
N

m=0

N −1

∑             (6.13) 

 
questa formula può essere considerata - indipendentemente da tutto quello che è stato detto sopra - un modello 

dei dati osservati in cui le quantità Fm sono i parametri del modello. Definiamo allora un Chi-quadrato: 

 

S =
fn − fn

(th) 2

σ n
2

n=0

N−1

∑ =
fn − fn

(th)( )* fn − fn
(th)( )

σ n
2

n=0

N−1

∑         (6.14) 

 
e supponiamo che l'errore sia lo stesso per tutte le misure, allora derivando S rispetto i parametri Fm troviamo 
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chi quadrato
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S è minimo quando tutte queste derivate si annullano, allora, ricordando le relazioni di ortogonalità (6.7) 
 

0 = ∂S
∂Fm

= − 2
σ 2N

Re e
−2πimn

N fn −
1
N

e
−2πimn

N Fle
2πinl
N

n,l=0

N−1

∑
n=0

N−1

∑⎧⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

= − 2
σ 2N

Re e
−2πimn

N fn −
1
N

Fl Nδ l,m( )
l=0

N−1

∑
n=0

N−1

∑⎧⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

= − 2
σ 2N

Re e
−2πimn

N fn − Fm
n=0

N−1

∑⎧⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

       (6.16) 

 
la parte in parentesi graffe si deve annullare, indipendentemente da N, e quindi 
 

Fm = e
−2πimn

N fn
n=0

N−1

∑             (6.17) 

 
e possiamo dunque concludere che i coefficienti di Fourier discreti sono i parametri di un modello teorico dei dati 

in cui il segnale viene considerato una somma di funzioni trigonometriche. 

 

6.3 Teorema del campionamento (Teorema di Nyquist) 
 

Consideriamo ora un segnale f(t) che ha una trasformata di Fourier F(ν) limitata in banda (con ciò si intende dire 

che si annulla al di fuori di una certa banda di frequenze); il grafico del modulo della F potrebbe essere di questo 

tipo 

 
 

e la F(ν) è nulla al di fuori della banda di frequenza (-B, B)1 (il segnale occupa la larghezza di banda B). 

Campionare il segnale significa osservarlo di tanto in tanto in modo da misurarne l'ampiezza: un campionatore 

meccanico potrebbe essere costituito da un interruttore rotante, come nella figura seguente, in cui c'è un contatto 

strisciante che passa con regolarità su una parte metallizzata e permette il passaggio di corrente 

 
                                                
1 si noti che in questo paragrafo utilizziamo la frequenza invece della frequenza angolare. 
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così che il segnale di circuito chiuso s(t) ha questa dipendenza temporale 

 
La risposta s(t) del campionatore è in ogni caso un segnale periodico con frequenzaνS = 1 Δt , dove Δt  è il 

periodo del campionatore, e quindi possiamo rappresentare s(t) per mezzo di una serie di Fourier  

 

s(t) = Cne
2π inνS t

n=−∞

n=∞

∑             (6.18) 

 
mentre il segnale campionato è dato dalla funzione g(t) = f(t)·s(t), la cui trasformata di Fourier è  
 

G(ν) = f (t) Cne
2π inνS t

n=−∞

n=∞

∑ e−2π iνtdt
−∞

+∞

∫ = Cn f (t)e−2π i ν −nνS( )tdt
−∞

+∞

∫
n=−∞

n=∞

∑

= Cn ⋅F ν − nνS( )
n=−∞

n=∞

∑
      (6.19) 

 
dove questa formula è il cosiddetto teorema del campionamento e νS = 1 Δt  è la frequenza di campionamento. 

Questa trasformata di Fourier è una ripetizione di tante copie della trasformata del segnale originale, distanziate 
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così che il segnale di circuito chiuso s(t) ha questa dipendenza temporale 
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caso con sovrapposizione 

 

Come si vede le copie non si sovrappongono solo se B ≤ νN = νS 2 : se ciò accade, la parte di trasformata del 

segnale campionato che compare tra -B e +B è sufficiente a ricostruire il segnale originale, mentre se c'è 

sovrapposizione non c'è più modo di recuperare la trasformata originale, e quindi la trasformata di Fourier 

originale è ricostruibile dal segnale campionato solo se il campionamento avviene ad una frequenza νS ≥ 2B . 

Questo fenomeno di sovrapposizione di informazione ad alta frequenza su informazione a bassa frequenza è noto 

come aliasing. 

Abbiamo già visto in precedenza che se conosciamo la trasformata di Fourier F allora conosciamo perfettamente 

anche il segnale f: da ciò concludiamo che campionando il segnale f(t) con una frequenza νS  riusciamo a 

ricostruirlo perfettamente se le sue componenti di frequenza sono tutte inferiori alla frequenza di Nyquist 

νN = νS 2 . 

 

A questo punto resta ancora da risolvere un problema pratico: se conosciamo i campioni, come facciamo a 

ricostruire il segnale (limitato in banda di frequenza)? Ricordiamo ora il risultato della sezione 4.1: la trasformata 

di Fourier di un impulso rettangolare è una funzione sinc. D'altra parte - per la simmetria trasformata - 

antitrasformata - questo risultato vale anche alla rovescia, e cioè la trasformata di Fourier di una funzione sinc è 

un impulso rettangolare. Ciò significa che se fk è il campione del nostro segnale al tempo tk = kΔt  , allora la 

funzione fk (t) = fk sinc 2πB(t − tk )( )  ha esattamente il valore del nostro segnale al tempo tk = kΔt , ed è limitata 

all’interno della banda di frequenza richiesta. Inoltre questa funzione si azzera quando 2πB(t − tk ) = mπ  

(m ≠ 0 ), e quindi si azzera nelle posizioni di tutti gli altri campioni (che per ipotesi sono equispaziati). Perciò la 

funzione 

fk sinc 2πB(t − tk )( )
k=−∞

k=+∞

∑            (6.20) 

 

riproduce il valore del segnale  f(t) in tutti i punti di campionamento ed è limitata alla banda di frequenze 

richiesta, quindi  questa funzione è una rappresentazione continua del segnale campionato (questo è detto metodo 

di ricostruzione di Shannon). 

La figura che segue mostra due delle funzioni fk (t) = fk sinc 2πB(t − tk )( )  relative all'espansione di un certo 

segnale 
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Formula di ricostruzione di Shannon

Consideriamo la trasformata di Fourier inversa di una trasformata 
perfettamente piatta, limitata in banda, di ampiezza unitaria, nel dominio 
della frequenza 
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B = ⌫Ny

Nel seguito prendiamo
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Questo significa che la funzione

è limitata in banda (-B, B) e ha valore fk in tk, e 0 per tn ≠ tk

Perciò la funzione

1. È continua
2. Ha gli stessi campioni della funzione campionata originariamente 
3. È limitata in banda come la funzione originale
4. Perciò ha la stessa trasformata di Fourier della funzione originale
5. Perciò coincide con la funzione originale
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riproduce il valore del segnale  f(t) in tutti i punti di campionamento ed è limitata alla banda di frequenze 

richiesta, quindi  questa funzione è una rappresentazione continua del segnale campionato (questo è detto metodo 
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La figura che segue mostra due delle funzioni fk (t) = fk sinc 2πB(t − tk )( )  relative all'espansione di un certo 
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Dalla DFT alla FFT

Quando si calcola la DFT, ogni somma richiede un numero di operazioni che è 
O(N), e poiché si devono calcolare N valori della trasformata di Fourier discreta, il 
numero totale di operazioni è O(N2). 

Questo è un numero eccessivo di operazioni, il calcolo diventa rapidamente 
ingestibile. Nel 1965, Cooley e Tukey inventarono l'algoritmo FFT (trasformata di 
Fourier veloce) che rivoluzionò il calcolo della DFT

$Q� $OJRULWKP� IRU� WKH� 0DFKLQH� &DOFXODWLRQ� RI
&RPSOH[� )RXULHU� 6HULHV
%\�-DPHV� :��&RROH\�DQG�-RKQ�:��7XNH\

$Q� HIILFLHQW� PHWKRG� IRU� WKH� FDOFXODWLRQ� RI� WKH� LQWHUDFWLRQV� RI� D� �P�IDFWRULDO� H[�
SHULPHQW� ZDV� LQWURGXFHG� E\� <DWHV� DQG� LV�ZLGHO\� NQRZQ� E\� KLV� QDPH�� 7KH� JHQHUDOL]D�
WLRQ� WR� �P�ZDV� JLYHQ� E\� %R[� HW� DO�� >�@��*RRG� >�@�JHQHUDOL]HG� WKHVH� PHWKRGV� DQG� JDYH
HOHJDQW� DOJRULWKPV� IRU� ZKLFK� RQH� FODVV� RI� DSSOLFDWLRQV� LV� WKH� FDOFXODWLRQ� RI� )RXULHU
VHULHV�� ,Q� WKHLU� IXOO� JHQHUDOLW\�� *RRG
V� PHWKRGV� DUH� DSSOLFDEOH� WR� FHUWDLQ� SUREOHPV� LQ
ZKLFK� RQH� PXVW� PXOWLSO\� DQ� -9�YHFWRU� E\� DQ� -9�;� 1� PDWUL[� ZKLFK� FDQ� EH� IDFWRUHG
LQWR� P�VSDUVH� PDWULFHV�� ZKHUH� P�LV�SURSRUWLRQDO� WR� ORJ�-9��7KLV� UHVXOWV� LQ�D�SURFHGXUH
UHTXLULQJ� D� QXPEHU� RI� RSHUDWLRQV� SURSRUWLRQDO� WR� -9�ORJ� -9�UDWKHU� WKDQ� -9���7KHVH
PHWKRGV� DUH� DSSOLHG� KHUH� WR� WKH� FDOFXODWLRQ� RI� FRPSOH[� )RXULHU� VHULHV�� 7KH\� DUH
XVHIXO� LQ� VLWXDWLRQV� ZKHUH� WKH� QXPEHU� RI� GDWD� SRLQWV� LV�� RU� FDQ� EH� FKRVHQ� WR� EH�� D
KLJKO\� FRPSRVLWH� QXPEHU�� 7KH� DOJRULWKP� LV�KHUH� GHULYHG� DQG� SUHVHQWHG� LQ� D� UDWKHU
GLIIHUHQW� IRUP�� $WWHQWLRQ� LV� JLYHQ� WR� WKH� FKRLFH� RI� -9��,W� LV� DOVR� VKRZQ� KRZ� VSHFLDO
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Se N = 2M

Fk = fne
−2π ikn

N

n=0

N−1

∑

= f2ne
−2π ik (2n)

N

n=0

M−1

∑ + f2n+1e
−2π ik (2n+1)

N

n=0

M−1

∑

= f2ne
−2π ikn

M

n=0

M−1

∑ + e
−2π i
N

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

k

f2n+1e
−2π ikn

M

n=0

M−1

∑

trasformata dei campioni 
con indice pari

trasformata dei campioni 
con indice dispari

W = e
−
2π i
N
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Fk = Fk
(e) +W kFk

(o)

trasformata dei campioni 
con indice pari (periodicità N/2)

trasformata dei campioni con indice 
dispari (periodicità N/2)

trasformata originale
(periodicità N)

Lemma di Danielson-Lanczos

Se N è una potenza di 2 si può applicare ripetutamente il lemma: 

dopo log2N applicazioni del lemma si devono calcolare N
sottotrasformate, ma ciascuna di queste sottotrasformate si 
riferisce ad un sottoinsieme che contiene un solo campione, e 
quindi la trasformata coincide con il campione stesso. 
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Per calcolare la trasformata dobbiamo allora fare le seguenti 
operazioni:

1. catalogare i campioni nell'ordine giusto, in modo che i 
campioni riordinati ci diano direttamente le trasformate dei 
sottoinsiemi di lunghezza 1. Questo passo iniziale lo si può fare 
una volta per tutte con O(N) operazioni.

2. partire dal livello più basso e costruire le sottotrasformate di 
ordine più elevato. 

Ciascuna ricostruzione richiede log2N passi, e poiché la 
trasformata ha N componenti, ci vogliono in tutto O(Nlog2N) 
operazioni.
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Esempio: DFT di un insieme di 8 = 23 campioni 

primo livello: 

Fk
(e) = e

−
2π ikn
4 f2n

n=0

3

∑

Fk
(o) = e

−
2π imn
4 f2n+1

n=0

3

∑

W = e
−
2π i
8

campioni in posizione pari

campioni in posizione dispari

Fk = Fk
(e) +W kFk

(o)
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secondo livello
Fk
(e) = Fk

(ee) +W kFk
(eo)

Fk
(o) = Fk

(oe) +W kFk
(oo) W = e

−
2π i
4

Fk
(ee) = f0e

−
2π i ·0
2

·k
+ f4e

−
2π i ·2
2

·k

Fk
(eo) = f2e

−
2π i ·1
2

·k
+ f6e

−
2π i ·3
2

·k

Fk
(oe) = f1e

−
2π i ·0
2

·k
+ f5e

−
2π i ·2
2

·k

Fk
(oo) = f3e

−
2π i ·1
2

·k
+ f7e

−
2π i ·3
2

·k

campioni in posizione pari tra i 
campioni in posizione pari

campioni in posizione dispari 
tra i campioni in posizione pari

campioni in posizione pari tra i 
campioni in posizione dispari

campioni in posizione dispari tra i 
campioni in posizione dispari
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terzo livello

Fk
(ee) = Fk

(eee) +W kFk
(eeo)

Fk
(eo) = Fk

(eoe) +W kFk
(eoo)

Fk
(oe) = Fk

(oee) +W kFk
(oeo)

Fk
(oo) = Fk

(ooe) +W kFk
(ooo)

W = e
−
2π i
2 = −1

Fk
(eee) = f0

Fk
(eeo) = f4

Fk
(eoe) = f2

Fk
(eoo) = f6

Fk
(oee) = f1

Fk
(oeo) = f5

Fk
(ooe) = f3

Fk
(ooo) = f7
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assegnazione dei campioni alle trasformate del livello più basso

000→ 0;
001→ 4;
010→ 2;
011→ 6;
100→ 1;
101→ 5;
110→ 3;
111→ 7;

Fk
(eee) = f0

Fk
(eeo) = f4

Fk
(eoe) = f2

Fk
(eoo) = f6

Fk
(oee) = f1

Fk
(oeo) = f5

Fk
(ooe) = f3

Fk
(ooo) = f7

e→ 0
o→ 1
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Time plot of Wolf Sunspot Number, 1700-2007. This time series is known 
to have an irregular cycle with period near 11 years. The long-term mean 
is 49.9. Data source: http://sidc.oma.be/sunspot-data/
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 Sir W. Thomson. Harmonic Analyzer. Sir W. Thomson. Harmonic Analyzer.

 III. A curve of order n, in flat space of n dimensions (and no less),
 is always unicursal.

 From this the author obtains a representation of the points of an
 n dimensional space by means of groups of n points on such a unicursal
 curve, corresponding to the methods of Hirst and Darboux for
 3-dimensional space.

 When n is even, the system corresponds to that of poles and polars
 in regard to a quadric locus upon which the curve lies.

 When n is odd, every point is co-flat (i.e., n + 1 points lie in the
 same n - 1 flat), with the n points of the osculant (n - 1) flats which
 can be drawn through it.

 IV. Every curve of order n in flat space of n-1 dimensions is either
 unicursal or elliptic.

 V. When the curve is unicursal, and n is odd, the n points of super-
 osculation, or points of stationary osculant (n - 2) flats, are on the
 same (n - 2) flat. But when n is even, this will be the case only
 under a certain condition.

 VI. When the curve is elliptic (or bi-cursal) the class of the curve
 is n (n - 1), and the number of superosculants n2.

 If we consider a curve of the order n and deficiency p, existing in 1
 dimensions, a (k - 1) flat cuts such a curve in n points, such that the
 sum of each of the p parameters (Abel's theorem gives p equations be-
 tween the parameters of n points which lie on a (k - 1) flat), for these
 n points is zero. And we obtain the theorem

 VII. A curve of order n and deficiencyp, not greater than I n, can
 at most exist in n -p dimensions.

 IV. "Harmonic Analyzer." Shown and explained by Sir
 WILLIAM THOMSON, F.R.S., Professor of Natural Philosophy
 in the University of Glasgow. Received May 9, 1878.

 This is a realization of an instrument designed rudimentarily in
 the author's communication to the Royal Society (" Proceedings,"
 February 3rd, 1876), entitled " On an Instrument for Calculating
 (f(x)a)'(x)dx), the Integral of the Product of two given Functions."

 It consists of five disk globe and cylinder integrators of the kind
 described in Professor James Thomson's paper "On an Integrating
 Machine having a new Kinematic Principle," of the same date, and
 represented in the annexed woodcuts.

 The five disks, are all in one plane, and their centres in one line.
 The axes of the cylinders are all in a line parallel to it. The diameters
 of the five cylinders are all equal, so are those of the globes; hence
 (the centres of the -globes are in a line parallel to the line of the
 centres of the disks, and to the line of the axes of the cylinders.

 III. A curve of order n, in flat space of n dimensions (and no less),
 is always unicursal.

 From this the author obtains a representation of the points of an
 n dimensional space by means of groups of n points on such a unicursal
 curve, corresponding to the methods of Hirst and Darboux for
 3-dimensional space.

 When n is even, the system corresponds to that of poles and polars
 in regard to a quadric locus upon which the curve lies.

 When n is odd, every point is co-flat (i.e., n + 1 points lie in the
 same n - 1 flat), with the n points of the osculant (n - 1) flats which
 can be drawn through it.

 IV. Every curve of order n in flat space of n-1 dimensions is either
 unicursal or elliptic.

 V. When the curve is unicursal, and n is odd, the n points of super-
 osculation, or points of stationary osculant (n - 2) flats, are on the
 same (n - 2) flat. But when n is even, this will be the case only
 under a certain condition.

 VI. When the curve is elliptic (or bi-cursal) the class of the curve
 is n (n - 1), and the number of superosculants n2.

 If we consider a curve of the order n and deficiency p, existing in 1
 dimensions, a (k - 1) flat cuts such a curve in n points, such that the
 sum of each of the p parameters (Abel's theorem gives p equations be-
 tween the parameters of n points which lie on a (k - 1) flat), for these
 n points is zero. And we obtain the theorem

 VII. A curve of order n and deficiencyp, not greater than I n, can
 at most exist in n -p dimensions.

 IV. "Harmonic Analyzer." Shown and explained by Sir
 WILLIAM THOMSON, F.R.S., Professor of Natural Philosophy
 in the University of Glasgow. Received May 9, 1878.

 This is a realization of an instrument designed rudimentarily in
 the author's communication to the Royal Society (" Proceedings,"
 February 3rd, 1876), entitled " On an Instrument for Calculating
 (f(x)a)'(x)dx), the Integral of the Product of two given Functions."

 It consists of five disk globe and cylinder integrators of the kind
 described in Professor James Thomson's paper "On an Integrating
 Machine having a new Kinematic Principle," of the same date, and
 represented in the annexed woodcuts.

 The five disks, are all in one plane, and their centres in one line.
 The axes of the cylinders are all in a line parallel to it. The diameters
 of the five cylinders are all equal, so are those of the globes; hence
 (the centres of the -globes are in a line parallel to the line of the
 centres of the disks, and to the line of the axes of the cylinders.
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 Sir W. Thomson. Harmonic Analyzer.

 One long wooden rod, properly supported and guided, and worked
 by a rack and pinion, carries five forks to move the five globes and a
 pointer to trace the curve on the paper cylinder. The shaft of the
 paper cylinder carries at its two ends cranks at right angles to one
 another; and a toothed wheel which turns a parallel shaft, and a third
 shaft in line with the first, by means of three other toothed wheels. This
 third shaft carries at its two ends two cranks at right angles to one
 another.

 A 1|t

 Another toothed wheel on the shaft of the paper drum turns
 another parallel shaft, which, by a slightly oblique toothed wheel
 working on a crown wheel with slightly oblique teeth, turns one of
 the five disks uniformly (supposing to avoid circumlocution the
 paper drum to be turning uniformly). The cylinder of the integrator,
 of which this one is the disk, gives the continuously growing value of
 fydx.

 Each of the four cranks gives a simple harmonic angular motion to
 one of the other four disks by means of a slide and crosshead, carrying
 a rack which works a sector attached to the disk. Hence, the cylinders
 moved by the disks, driven by the first mentioned pair of cranks, give
 the continuously growing values of

 jy cos.-dx, and sin--dx; : ;

 where c denotes the circumference of the paper drum: and the two
 remaining cylinders give

 372  [May 9,
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S(ω ) = lim
T→∞

1
T

f (t)e− iω t dt
−T /2

+T /2

∫
2

Densità spettrale nel caso della DFT

nel caso continuo la densità spettrale

rappresenta la potenza media del segnale ad una certa frequenza (angolare), o 
anche la fluttuazione quadratica media a questa stessa frequenza

nel caso della DFT possiamo ragionare in modo analogo 
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W =
1
T

fn
2Δt

n=0

N −1

∑

=
1
N

fn
2

n=0

N −1

∑ =
1
N

1
N

Fme
2π imn
N

m=0

N −1

∑
2

n=0

N −1

∑

=
1
N 3 Fk

*e
−
2π ikn
N Fme

2π imn
N

k ,m=0

N −1

∑
n=0

N −1

∑

=
1
N 3 Fk

*Fm e
2π i(m− k )n

N

n=0

N −1

∑
k ,m=0

N −1

∑

=
1
N 3 Fk

*FmNδm,k
k ,m=0

N −1

∑

=
1
N 2 Fk

2

k=0

N −1

∑

fluttuazione quadratica 
media del segnale 
campionato

T = NΔt

Sk =
Fk

2

N 2

Periodogramma
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Fk
* = fn

*e
2π ikn
N

n=0

N −1

∑ = fne
2π ikn
N

n=0

N −1

∑ = fne
2π ikn
N e

−
2π iNn
N

n=0

N −1

∑ = fne
−
2π in(N − k )

N

n=0

N −1

∑ = FN − k

Simmetrie di DFT e periodogramma nel caso di segnali reali

Sk = SN − k

inoltre (se N è pari):

 

F0 ∈!
FN 2
* = FN 2 ⇒ FN 2 ∈!
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Esempio: spettro di un segnale sinusoidale

Fk =
A
2
N δk ,k0

+ δk ,N − k0( )

Sk =
Fk

2

N 2 =
A2

4
δk ,k0

+ δk ,N − k0( )

Definizione di spettro unilatero

S0 =
F0

2

N 2

Sk =
1
N 2 Fk

2 + FN − k
2( ) k ≠ 0  e  k ≠ N 2( )

SN /2 =
FN /2

2

N 2

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
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Teorema di Wiener-Kintchine nel caso della DFT

Rm =
1
N

fn
* fn+m

n=0

N −1

∑

Rme
−
2π i
N

mk

m=0

N −1

∑ =
1
N

fn
* fn+m

n=0

N −1

∑⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
e
−
2π i
N

mk

m=0

N −1

∑

=
1
N

fn
*e
2π i
N

nk
fn+me

−
2π i
N

n+m( )k

n,m
∑

=
1
N

fn
*e
2π i
N

nk

n=0

N −1

∑ fme
−
2π i
N

mk

m=0

N −1

∑

=
Fk

2

N
= NSk

funzione di autocorrelazione nel caso di segnali campionati 

la DFT della funzione di 
autocorrelazione è uguale 
a N volte la densità 
spettrale 
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Xk = DFT xn{ }k = xn exp −
2πink
N

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟n=0

N −1

∑

xn = IDFT Xk{ }n =
1
N

Xk exp
2πink
N

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟k=0

N −1

∑

=
1
N
DFT Xk{ }−n

Implementazione “ovvia” della IDFT:

• DFT
• inversione della sequenza 
• divisione per N
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operazione di scambio 

xn = an + ibn
ixn
* = i an − ibn( ) = bn + ian

ixn
* =

1
N

iXk
*( )exp −

2πink
N

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟k=0

N −1

∑ =

=
1
N
DFT iXk

*{ }n
Implementazione efficiente della IDFT:

• scambio Re-Im 
• DFT
• scambio Re-Im
• divisione per N
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... We tried to assemble the 10 algorithms with the greatest influence on the 
development and practice of science and engineering in the 20th century. 
Following is our list (here, the list is in chronological order; however, the 
articles appear in no particular order): 

•Metropolis Algorithm for Monte Carlo 
•Simplex Method for Linear Programming
•Krylov Subspace Iteration Methods
•The Decompositional Approach to Matrix Computations 
•The Fortran Optimizing Compiler
•QR Algorithm for Computing Eigenvalues 
•Quicksort Algorithm for Sorting
•Fast Fourier Transform
•Integer Relation Detection
•Fast Multipole Method 

(from Dongarra and Sullivan: “The Top-Ten Algorithms”, Comp. Sci. Eng. 
(2000) n. 1, p. 22)
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If only the L values Ro through RL_1 are required, then it can be
seen by comparing (15) and (11) that the new algorithm will require
fewer multiplications than the FFT method if

L < 11.2 (1 + log2 N) (16a)

and will require fewer additions if

L < 5.6 (1 + log2 N). (16b)

Therefore, we conclude that the new algorithm will generally be more
efficient than the FFT method if

N < 128 (17a)

or

L < 10(1 + log2 N). (17b)

CONCLUSION

A new algorithm for computing the correlation of a block of sampled
data has been presented. It is a direct method which trades an in-
creased number of additions for a decreased number of multiplications.
For applications where the "cost" (e.g., the time) of a multiplication is
greater than that of an addition, the new algorithm is always more com-
putationally efficient than direct evaluation of the correlation, and it is
generally more efficient than FFT methods for processing 128 or fewer
data points, or for calculating only the first L "lags" for L < 10 log2 2N.
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In discrete Wiener filtering applications, the filter is represented by an
(M X M) matrix G. The estimate X of data vector X is given by GZ,
where Z = X + N and N is the noise vector. This implies that approxi-
2Amately 2M arithmetic operations are required to compute X. Use of

orthogonal transforms yields a G in which a substantial number of
elements are relatively small in magnitude, and hence can be set equal
to zero. Thus a significant reduction in computation load is realized at
the expense of a small increase in the mean-square estimation error.
The Walsh-Hadamard transform (WHT), discrete Fourier transform

(DFT), the Haar transform (HT), and the slant transform (ST), have
been considered for various applications [ 1 ], [ 2], [4] - [ 9 since these
are orthogonal transforms that can be computed using fast algorithms.
The performance of these transforms is generally compared with that
of the Karhunen-Loeve transform (KLT) which is known to be optimal
with respect to the following performance measures: variance distribu-
tion [1 ], estimation using the mean-square error criterion [ 2], [4], and
the rate-distortion function [5]. Although the KLT is optimal, there is
no general algorithm that enables its fast computation [ 1]
In this correspondence, a discrete cosine transform (DCT) is intro-

duced along with an algorithm that enables its fast computation. It is
shown that the performance of the DCT compares more closely to that
of the KLT relative to the performances of the DFT, WHT, and HT.

DISCRETE COSINE TRANSFORM

The DCT of a data sequence X(m), m = 0, 1, * *, (M - 1) is defmed
as

/2M-i
Gx(O)"Z X(m)

m=o
2 M-i (2m+1)kn

Gx(k)=- X(m)Cos
Mm0 2M

Discrete Cosine Transfonn
N. AHMED, T. NATARAJAN, AND K. R. RAO

Abstract-A discrete cosine transform (DCT) is defined and an algo-
rithm to compute it using the fast Fourier transform is developed. It is
shown that the discrete cosine transform can be used in the area of
digital processing for the purposes of pattern recognition and Wiener
filtering. Its performance is compared with that of a class of orthogonal
transforms and is found to compare closely to that of the Karhunen-
Lo'eve transform, which is known to be optimal. The performances of
the Karhunen-Lo'eve and discrete cosine transforms are also found to
compare closely with respect to the rate-distortion criterion.

Index Terms-Discrete cosine transform, discrete Fourier transform,
feature selection, Haar transform, Karhunen-Loeve transform, rate dis-
tortion, Walsh-Hadamard transform, Wiener vector and scalar filtering.

INTRODUCTION

In recent years there has been an increasing interest with respect to
using a class of orthogonal transforms in the general area of digital
signal processing. This correspondence addresses itself towards two
problems associated with image processing, namely, pattem recogni-
tion [1] and Wiener filtering [ 2].
In pattern recognition, orthogonal transforms enable a noninvertible

transformation from the pattern space to a reduced dimensionality
feature space. This allows a classification scheme to be implemented
with substantially less features, with only a small increase in classifica-
tion error.
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where Gx(k) is the kth DCT coefficient. It is worthwhile noting that
the set of basis vectors {1/12, cos ((2m + 1) kfl)I(2AM)} is actually a
class of discrete Chebyshev polynomials. This can be seen by recalling
that Chebyshev polynomials can be defined as [ 3]

1
To(Qp) =-

TkQp) = cos (k cos-1 p), k, p = 1, 2, ,M (2)

where Tk(Qp) is the kth Chebyshev polynomial.
Now, in (2), tp is chosen to be the pth zero of TM(t), which is given

by [31
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If only the L values Ro through RL_1 are required, then it can be
seen by comparing (15) and (11) that the new algorithm will require
fewer multiplications than the FFT method if

L < 11.2 (1 + log2 N) (16a)

and will require fewer additions if

L < 5.6 (1 + log2 N). (16b)

Therefore, we conclude that the new algorithm will generally be more
efficient than the FFT method if

N < 128 (17a)

or

L < 10(1 + log2 N). (17b)

CONCLUSION

A new algorithm for computing the correlation of a block of sampled
data has been presented. It is a direct method which trades an in-
creased number of additions for a decreased number of multiplications.
For applications where the "cost" (e.g., the time) of a multiplication is
greater than that of an addition, the new algorithm is always more com-
putationally efficient than direct evaluation of the correlation, and it is
generally more efficient than FFT methods for processing 128 or fewer
data points, or for calculating only the first L "lags" for L < 10 log2 2N.
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In discrete Wiener filtering applications, the filter is represented by an
(M X M) matrix G. The estimate X of data vector X is given by GZ,
where Z = X + N and N is the noise vector. This implies that approxi-
2Amately 2M arithmetic operations are required to compute X. Use of

orthogonal transforms yields a G in which a substantial number of
elements are relatively small in magnitude, and hence can be set equal
to zero. Thus a significant reduction in computation load is realized at
the expense of a small increase in the mean-square estimation error.
The Walsh-Hadamard transform (WHT), discrete Fourier transform

(DFT), the Haar transform (HT), and the slant transform (ST), have
been considered for various applications [ 1 ], [ 2], [4] - [ 9 since these
are orthogonal transforms that can be computed using fast algorithms.
The performance of these transforms is generally compared with that
of the Karhunen-Loeve transform (KLT) which is known to be optimal
with respect to the following performance measures: variance distribu-
tion [1 ], estimation using the mean-square error criterion [ 2], [4], and
the rate-distortion function [5]. Although the KLT is optimal, there is
no general algorithm that enables its fast computation [ 1]
In this correspondence, a discrete cosine transform (DCT) is intro-

duced along with an algorithm that enables its fast computation. It is
shown that the performance of the DCT compares more closely to that
of the KLT relative to the performances of the DFT, WHT, and HT.

DISCRETE COSINE TRANSFORM

The DCT of a data sequence X(m), m = 0, 1, * *, (M - 1) is defmed
as
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Inverse Discrete Cosine Transform
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Compressione JPEG

La compressione di immagini JPEG utilizza l’algoritmo DCT. I passi essenziali 
sono 

1. Suddivisione dell’immagine in blocchi di 8 x 8 pixel

2. Trasformazione di ciascun blocco con una DCT di tipo II bidimensionale

3. Ciascuna componente della DCT viene divisa per un coefficiente che 
corrisponde alla capacità dell’occhio di distinguere le variazioni di luminosità alle 
diverse frequenze spaziali: tipicamente il coefficiente è piccolo alle basse 
frequenze e grande alle alte frequenze (l’occhio non distingue bene le variazioni 
di intensità ad alta frequenza spaziale)
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4. Le componenti spaziali pesate, vengono arrotondate. Tipicamente questa 
operazione di quantizzazione annulla molti valori della DCT, e quindi il blocco 8 x 8 
viene in realtà codificato da un numero di valori molto inferiore a 64. 

5. I valori restanti vengono quindi compressi con un algoritmo standard come il 
runlength encoding oppure l’Huffman coding

La decodifica dei dati viene realizzata rovesciando la sequenza di codifica: 

1. Decompressione dati
2. Moltiplicazione dei valori per i coefficienti di quantizzazione 
3. Trasformata coseno inversa
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